Apéndice D
Formula de inversion de Mobius

En este apéndice vamos a probar la férmula de inversién de Mobius que es una encarnacién del
principio de inclusién-exclusion.

D.1 Funcion de Mobius

D.1.1. Definicién. Para un entero positivo # la funcién de Mdobius se define por
(1) :=1, wu(n)=0sinno eslibre de cuadrados,

y para n libre de cuadrados se pone
upr-pr) = (1),

donde k es el ntimero de diferentes ntimeros primos que aparecen en la factorizacion de n.

D.1.2. Ejemplo. He aqui los primeros valores de la funcién de Mobius.

n. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
u(n): +1 -1 -1 0 -1 +1 -1 0 0 +1 -1 0 -1 +1 +1

A
D.1.3. Lema. Para todo n > 0 se tiene
Y u(d) =o.
dln
Demostracion. Escribamos n = plf e p’s(s. Tenemos
Yould)= Y, upt---pE),
dln (eq,---,65)
donde ¢; = 0 0 1. Luego,
s S s s
Youd=1-s+( )= (.)+ - +(-1)=01-1¢=0.
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D.2 Foérmula de inversion

Para dos funciones f,g: Z>; — Z definamos su producto de Dirichlet mediante

(f*8)(n) =) f(d1)g(da)

dldzzl’l

Este producto es asociativo:

(fxg)xh)(n) = (f*(gxm)(n) =}, fld1)g(d2)(ds).

d1d2d3 =n

Definamos las funciones I e I mediante

1, n=1
I(n):=<" ! I(n) := 1 para todo n > 1.
() {0, A UESY >

D.2.1. Lema. Setiene Iy =pux1=1

Demostracion. Si n = 1, entonces
(Lp)(1) = (u=1)(1) =1.
Para n > 1, se tiene

(uxI)(n) = (Ixpu)(n Zu

u
D.2.2. Proposicién (Férmula de inversién de Mobius). Para una funcion f: Z~1 — Z definamos
F(n) := (f+I):=}_f(d)
dln
Luego,
n n
=Lr@F (3) =T () £
|n dln
Demostracion. Tenemos
Frp=(fxl)sp=fx(Ixp)=frl=].
Entonces,
(Fxp)(n) = L u(d) F(5) = f(n).
d|n
n

D.2.3. Ejemplo. Para la funcién ¢ de Euler se tiene Y 4, ¢(d) = n (por ejemplo, interpretando ¢ (1) como

el nimero de los elementos de orden d en el grupo ciclico Z/nZ). Luego, para n = plfl e p’;s la férmula
de inversién de Mobius nos da

M =L@ =n- Y o+ ¥
d|n
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