Capitulo 0
Conjuntos

Asumo que el lector conozca algunas bases de la teoria de conjuntos elemental; para los que quieran
revisarla, recomiendo el libro [SV2002]. En este capitulo vamos a recordar ciertas propiedades de aplicacio-
nes entre conjuntos y ademas hablar un poco de las asi llamadas “propiedades universales”, que al principio
podrian verse arcanas, pero van a jugar papel muy importante en nuestro curso. En fin, revisaremos las
relaciones de equivalencia que también tendran mucha importancia.

Primero recordemos las nociones y notacion basica.

= La cardinalidad de un conjunto X se denota por | X|. Normalmente vamos a usar esta notacién para los
conjuntos finitos, es decir cuando | X| corresponde al nimero de elementos. Para un conjunto definido
por una expresion entre llaves {---} a veces se usa la notacién #{---}, por ejemplo

#{0,1,2,3} =4.

= Siun elemento x pertenece a un conjunto X, se escribe “x € X” o a veces “X 3 x”.

= El conjunto vacio se denota por @. Es el conjunto que no tiene ningln elemento:

@] =0.

= Siun conjunto X estd contenido en un conjunto Y, se escribe “X<Y” 0 “Y 2 X”:

xeX=—=>xeY.
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0.1. Aplicaciones entre conjuntos Capitulo 0. Conjuntos

Tenemos X =Y siysolosi XcYeYcX.

A veces para subrayar que X est4 contenido en Y, pero X # Y, se escribe “X C Y” 0 “Y D X”. En este
caso se dice que X es un subconjunto propio de Y.

La notacién X ¢ Y significa que X no estd contenido en Y; es decir, que existe x € X tal que x¢ Y. No
hay que confundir “C” con “g”.

= Lainterseccion y unién de dos conjuntos X y Y se denotan por “XnY” e “Xu Y” respectivamente:

XNnY:={z|zeXyzeY}
XuY:={z|ze X0zeY}.

XnY XUuY
De la misma manera, para una familia de conjuntos X; indexada por i € I (donde I es algiin conjunto,
no necesariamente finito), tenemos
(1 Xi:=1{z|z€ X; para todo i € I},
iel
JXi:={z|z€ X; paraalgini € I}.
iel
= La diferencia entre dos conjuntos X e Y se denota por “X\Y”:

X\Y:={xeX|x¢Y}

X\Y

Esimportante no confundir “X\Y” con “X/Y”:1a segunda notacién también serd usada muy a menudo,
pero esta denota un cociente, nocién que vamos a introducir mas adelante.

0.1 Aplicaciones entre conjuntos

Para definir una aplicacion f entre un conjunto X y un conjunto Y, vamos a escribir muy seguido
f: X-Y,
x— f(x).
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Note la diferencia entre la flecha “—” y “~”.



Capitulo 0. Conjuntos 0.1. Aplicaciones entre conjuntos

0.1.1. Definiciéon. Para una aplicaciéon f: X — Y y un subconjunto Z c X, la restriccion de f a Z es la
aplicacion f|,: Z— Y definida por f|,(2):= f(z) para z€ Z.

0.1.2. Definicion. Para una aplicacion entre conjuntos f: X — Y y subconjuntos A< X e B< Y la imagen
de A es el subconjunto de Y dado por

fA):={f(a)|ac A}
y la preimagen de B es el subconjunto de X dado por
fYB):={xeX| f(x)€B}.
Notamos que en el segundo caso, “f~!” es solamente la notacién y no se trata de una aplicacién f!.

0.1.3. Observacion. Sea f: X — Y una aplicacion.

la) Para cualquier subconjunto B< Y se tiene f(f~'(B)) < B.

1b) Para cualquier subconjunto A< X se tiene A< f~1(f(A)).

2a) Si A} € A € X, entonces f(A1) € f(Ay).

2b) Si B < B, <Y, entonces f~1(By) < f~1(By). ]

0.1.4. Definicion. Para dos aplicaciones f: X — Y e g: Y — Z la composiciéon go f: X — Y es la aplicacion
definida por
(go N :=g(f(x).

Esta informacion puede representarse mediante un “diagrama conmutativo”:

x —2L 2
N %
Y
Aclaramos que, para nosotros, la notacién “go f” significa que primero se aplica f y luego g. Por esto las
expresiones como “go f” a veces se escriben y se leen de derecha a izquierda. Si f,g: X — X son aplicaciones

entre X y si mismo, entonces ambas composiciones go fy fog tienen sentido, pero normalmente el resultado
es diferente.

0.1.5. Ejemplo. Consideremos las aplicaciones f,g: R — R definidas por

fix—x+1 y g:x—x2

Luego,
g(f(x)) = x* +2x+ 1, mientras que f(g(x)) = x> +1. A

0.1.6. Ejemplo. Sea ¢: R> — R? la rotacion del plano de 90° en el sentido antihorario y sea y: R*> — R? la
reflexion respecto al eje x. Estas son aplicaciones lineales que corresponden a las matrices

=0 9) = 5

Se ve géometricamente que w o # poy.



0.1. Aplicaciones entre conjuntos Capitulo 0. Conjuntos

También podemos multiplicar las matrices:
_01), mientras que AB = (0 1). A

4 14
— —

(4 ¢
— —

0

BA= (_1

1 0
0.1.7. Observacion. La composicion es asociativa: para f: X — Y, g: Y — Z, h: Z — W tenemos

(hog)lof=ho(gof).

hogof

Demostracion. Para cualquier x € X, ambas aplicaciones tienen el valor h(g(f(x))). [ |
0.1.8. Corolario (Asociatividad generalizada). Para n aplicaciones

L B Xy I 2 X

Toda manera de poner los paréntesis en la expresion
fnofn10:-0fr0 fi
(es decir, de calcular la composicion) da el mismo resultado.
0.1.9. Ejemplo. Para n =3, tenemos dos posibilidades:
(sef)ofi,  fso(fzo fi).
El resultado es el mismo segiin 0.1.7. Para n = 4 hay 5 posibilidades:
((faecfs)ofa)o fi, (fao(fzofo))ofi, (faofz)o(fao fi),
fao((fzof2)o 1),  fao(fzo(f20 f1)). A
0.1.10. Comentario (&). En general, hay

comsi - (o))

posibilidades de poner los paréntesis en la expresion fio---o f,. Los nimeros C, se conocen como los ni-
meros de Catalan .

*Eugene Charles Catalan (1814-1894), un matematico francés-belga.
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Capitulo 0. Conjuntos 0.1. Aplicaciones entre conjuntos

n: 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cu: 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786

Demostracion de 0.1.8. Para n =2 no hay que demostrar naday el caso de n =3 es el contenido de 0.1.7. Para
n >3, supongamos que la propiedad se cumple para toda composicién de < n aplicaciones. En una expresion
fnofu_10-+-0 fr0 f1, después de poner los paréntesis de algiin modo, tenemos

(fao-0 fran)o(fro--o fi),

donde las expresiones en los paréntesis estan bien definidas por la hipétesis de induccién. Sea

(fno---ofse)o(fso---0fi)

otro modo de poner los paréntesis. Sin pérdida de generalidad, r < s. Tenemos

Jnoofrrr=(fno--ofsr1)o(fso--0 fri1)

y
fsoofi=(fsorrofra)o(fror-o fi).
Ahora
(fno"'ofr+1)°(fr°"'°f1) = ((fno"'ofs+1)°(fs°"'°fr+1))O(fro"'ofl)
y
(fuo-ofs)o(fsor--o fi) = (fao---o fexn)o((fso--o fren) o (fro---o fi)).
Por induccién, las dltimas dos expresiones coinciden. [ ]

Para cualquier conjunto X, existe una aplicacion distinguida X — X, a saber la que aplica todo elemento
en si mismo.

0.1.11. Definicion. La aplicacion identidad idy: X — X se define como

idx (x) := x.
0.1.12. Observacion. Para cualesquiera aplicaciones f: X — Y e g: Y — X se cumple que
(0.1) feidx=f, idxeg=g.

Note que (0.1) define a idx de modo tUnico: si tenemos dos aplicaciones i\, i%: X — X tales que para
cualesquiera f: X — Y e g: Y — X se cumple

foiy=f, iyog=g
en particular para X = Y tenemos
Y A B |
iy =iyoiy=Ix.
0.1.13. Definicién. Se dice que una aplicacién f: X — Y es invertible si existe otra aplicacién f~': ¥ — X
tal que

(0.2) flof=idx, fof'=idy.

La notacion “f~!” (no confundirla con la notacion de 0.1.2) esté justificada por el hecho de que la apli-

cacién inversa esta definida de modo tnico.

0.1.14. Observacion. Si f', f”: Y — X son dos aplicaciones que satisfacen
flOfZidx, fOfIZidy, f”Of:idx, fOfHZidy,

entonces ' = f".



0.2. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas Capitulo 0. Conjuntos

Demostraciéon. Tenemos
f’=f,Oidy :flo(fofll) — (flof)of,/:idxof,’:fﬂ. .

0.1.15. Observacion. Si f: X — Y es una aplicacién invertible, entonces f~': Y — X es también invertible: su
inversaes f: X—Y:

Hl=r
Demostracién. Las formulas 0.2 son simétricas y dicen al mismo tiempo que f es inversaa . [ ]
0.1.16. Observacién. Si f: X — Y eg: Y — Z poseen aplicaciones inversas f': Y — Xy g~': Z— Y, entonces

la composicién f~'og™': Z— X eslainversade go f: X — Z.

f g
— y ——
X <fT Y = Z
En general, toda composicién de n aplicaciones invertibles f, o---o f; es también invertible y su aplicacién
inversa es dada por

(faoof)™ = filoro fil.
Demostracion. Tenemos
goflo(fleg T =go(fofNog =goidyog™ =gog™" =idy,
y de la misma manera,
(flogholgof)=ftog  og)of=ftoidyof=f"of =idx.

En general, (f;,0---o f1)~! se calcula por induccién sobre n. Acabamos de ver el caso de n = 2. Para el paso
inductivo, escribamos

(fno---Ofl)_l=(fno(fn—lo"'ofl))_lZ(fn—lo"'ofl)_lofn_l' |

Note que en la féormula “(go f)~! = f'og~!” se cambia el orden de fy g. Es algo natural: la composicién

g 'o f~! no tiene sentido. Piense en el siguiente ejemplo de la vida real: para salir, primero ponemos una
camisa y luego un abrigo. Después, primero se quita el abrigo y luego la camisa y no al revés.

0.2 Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

0.2.1. Definiciéon. Una aplicacién entre conjuntos f: X — Y es
1) inyectiva si f aplica diferentes elementos de X en diferentes elementos de Y; es decir,
f@)=fx)=x=x;
2) sobreyectiva si para todo y € Y existe x € X tal que f(x) = y;
3) biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.
0.2.2. Observacion. Sea f: X — Y una aplicacion.
1) Si f es sobreyectiva, entonces para cualquier subconjunto B<Y se tiene f(f~(B)) = B.

2) Si f es inyectiva, entonces para cualquier subconjunto A< X se tiene f~1(f(A)) = A. O
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Capitulo 0. Conjuntos 0.2. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Podemos caracterizar las propiedades de arriba en términos de composiciones de aplicaciones.

0.2.3. Observacion. Sean f: X — Y e g: Y — Z dos aplicaciones. Si f y g son inyectivas (resp. sobreyectivas,
biyectivas), entonces go f es también inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva). O

0.2.4. Proposicion. Sea f: X — Y una aplicacion entre conjuntos.

1) f es inyectiva siy solamente si es cancelable por la izquierda: para todo par de aplicaciones g,g': Z — X

tenemos
(0.3) fog=fog' =g=¢"
2) f es sobreyectiva siy solamente si es cancelable por la derecha: para todo par de aplicaciones g,g': Y — Z
tenemos
(0.4) gof=gof=g=¢.

3) f es biyectiva si 'y solamente si f es invertible.

Demostracion. El lector puede verificar ficilmente que si f es inyectiva, entonces f cumple la propiedad de
cancelacién (0.3) y si f es sobreyectiva, entonces f cumple la propiedad de cancelacién (0.4). Veamos las
implicaciones menos evidentes.

1) Asumamos que f cumple la propiedad (0.3). Para cualesquiera x, x' € X podemos considerar las apli-

caciones g, g’: {¢} — X definidas por

g:o»—»x’ g’:o»—»x,_

La condicion (0.3) quiere decir precisamente
fx) = fx)=x=x,
es decir, que f es inyectiva.
2) Ahora consideremos dos aplicaciones g, g’: Y — {0,1} definidas por

g :=1 paratodoyeY

, 1, siy=f(x)paraalgin x€ X,
gWy):= .
0, enelcaso contrario.

Tenemos go f = g’o f ylaidentidad g = g’ quiere decir precisamente que f es sobreyectiva.

3) Supongamos que f es una biyeccion. Esto quiere decir que para todo y € Y existe Gnico elemento x € X
tal que f(x) = y. Podemos definir entonces
fliy-x,
y+— xtalque f(x) =y,
y esta aplicacion satisface (0.2).

Viceversa, si posee la aplicacién inversa f~!, entonces f es cancelable por la izquierday por la derecha:
para cualesquiera g, g’: Z — X tenemos

fog=fog = flo(fog)=f"o(fog)=(fToflog=(f"oflog
= idyog=idxog = g=¢/,



0.2. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas Capitulo 0. Conjuntos

y de la misma manera, para cualesquiera g,g’: Y — Z tenemos
gof=glof=-=g=g.
Por lo tanto f es inyectiva y sobreyectiva gracias a 1) y 2). ]

0.2.5. Comentario (&%). Usando 0.2.4, podemos dar otra demostraciéon de 0.2.3. A saber, sean f: X — Y e
g: Y — Z dos aplicaciones.

1) Si fy g son cancelables por la izquierda, entonces la composicion go f es también cancelable por la
izquierda: para cualesquiera h,h’': W — X tenemos

(gofloh=(gof)oh = go(foh)=go(foh)= foh=foh = h="H

h
LN f g
w hl;X—)Y—)Z

2) Delamisma manera, si 'y g son cancelables por la derecha, entonces la composicion go f es también
cancelable por la derecha: para cualesquiera i, h': Z — W tenemos

ho(gof)=h'o(gof)= (hoglof=(Woglof=hog=hog=h="H.

h
X%Y@Z—g w
h/

3) Ya hemos observado en 0.1.16 que la composicion de aplicaciones invertibles es también invertible.
0.2.6. Observacion. Sean f: X — Y e g: Y — Z dos aplicaciones. Consideremos su composicion go f.

1) Si go f esinyectiva, entonces f es también inyectiva.

2) Si go [ es sobreyectiva, entonces g es también sobreyectiva.
Demostracion. Esto es inmediato de comprobar en el lenguaje de conjuntos, pero demostrémoslo en térmi-

nos de aplicaciones cancelables. La aplicacion go f es inyectiva precisamente si es cancelable por la izquier-
da: para todo h, i’ tenemos

(gof)oh=(gofloh' = h=h

Pero esto implica en particular que f es cancelable por la izquierda:
foh=foh = gofoh=gofoh'=h=".
De la misma manera, si go f es sobreyectiva precisamente si es cancelable por la derecha:
ho(gof)=h'o(gof)=h="H.
Pero en este caso g tiene que ser cancelable por la derecha:
hog=hog=>hogof=hogof=>h=Hh. ]
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Capitulo 0. Conjuntos 0.3. Caracterizacion de @y {e}

0.3 Caracterizacion de @ y {o}

Las siguientes propiedades son obvias, pero a la vez muy importantes.

0.3.1. Observacion (Propiedad universal del conjunto vacio). Para todo conjunto X existe una aplicacion
unica ¢ — X.

g -23 X O

0.3.2. Observacion (Propiedad universal de un conjunto de un elemento). Si {s} es un conjunto de un
elemento, entonces para cualquier conjunto X existe una aplicacion tinica X — {s}:

X -2 4o O

0.4 Diagramas conmutativos

En nuestro curso vamos a usar muy a menudo diagramas conmutativos. Son dibujos con algunos ob-
jetos X,Y, Z (que van a corresponder a ciertos conjuntos) y flechas entre ellos como X — Y (que van a co-
rresponder a ciertas aplicaciones), tales que las composiciones de flechas a lo largo de diferentes caminos
coinciden. Esto suena demasiado general y confuso para ser ttil, asi que veamos algunos ejemplos particu-
lares.

1) Un tridngulo
X
YN
Y —MMMM 7
h

es conmutativo si

hof=g.
2) Un cuadrado
x Ly
hl lg
Z —k> w
es conmutativo si
gof =koh.

0.4.1. Ejemplo. Consideremos el espacio vectorial V = R%. Sea ¢: R> — R? la aplicacion lineal de rotacién

de 90°, definida por la matriz ((1) _01) y sea : R?> — R? la aplicacién lineal definida por la matriz (_11 i)

Entonces, el siguiente cuadrado conmuta:

N

<
<

hS)

<
<

—



0.4. Diagramas conmutativos Capitulo 0. Conjuntos

1 1 .. . . p
—en efecto, (_1 1) corresponde a la rotacion de 45° combinada con la homotecia de razén v2. Todas las

rotaciones conmutan entre si, y las homotecias conmutan con cualquier otra aplicacién lineal. A

0.4.2. Ejemplo (&). He aqui otro ejemplo mads interesante de algebra lineal. Si U es un espacio vectorial
sobre R, entonces el espacio dual correspondiente viene dado por

UY := {aplicaciones lineales 1: U — R}.
Una aplicacion lineal f: U — V induce una aplicacion lineal entre los espacios duales
fV: VV - UV,
vim-wlvim.
Tomando otra vez mas los espacios duales, se obtiene una aplicacién lineal
fVV: UVV _ VVV

(dejo al lector encontrar su definicion explicita). Ahora para cualquier espacio vectorial U existe una apli-
cacion lineal

ny:U—-U"Y

que a un vector u € U asocia la aplicacion lineal

ev,: UY - R,

A— Aw).
Ahora, el cuadrado
U ;) 1%
T)U\L \Lﬂv
UVV v } VVV
es conmutativo (este es un buen ejercicio de algebra lineal). A

3) Para el diagrama
Z
o LN
¢
X (T w —q> Y

la conmutatividad significa que
pep=f y qodp=g.

Cuando en un diagrama aparece una flecha punteada

esto se entiende como “existe una flecha tnica que hace conmutar el diagrama”.

"Es un isomorfismo si U tiene dimension finita.
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Capitulo 0. Conjuntos 0.5. Caracterizacion de productos y coproductos

0.4.3. Ejemplo. Consideremos el espacio vectorial R? y las dos proyecciones p1, p,: R?> — R dadas por

pxy=x, p20x,y):=y.

Existe una aplicacidn lineal tinica A: R — R? que hace conmutar el diagrama

R
yar : A&
"
é 2 ;
R p1 R p2 R

—a saber, se ve que hay que poner A(x) = (x, x). A

0.5 Caracterizacion de productos y coproductos

Recordemos que para una familia de conjuntos X; indexada por i € I su producto cartesiano consiste
en las sucesiones de elementos x; € X;:

(0.5) [1Xi = (x)ier | xi € X3}

iel
y esta dotado de las proyecciones

pi: [[Xi— X,

iel

(xXi)ier — X;.

A partir de ahora, en lugar de “producto cartesiano”, vamos a decir simplemente “producto”. Por otro
lado, la unién disjunta puede ser definida como

(0.6) [1X: = = tih

iel iel
y estd dotada de las inclusiones

L X;— I_I X,

iel

xi— (x;,10).

Para el producto y coproducto de dos conjuntos (en el caso cuando I consiste en dos elementos) se usa
la notacién X x Y e X 'Y respectivamente.

En cierto sentido, nuestras construcciones del producto y la unién disjunta no son canénicas. Por ejem-
plo, para definir X x Y como conjunto, hay varias formas de modelar los pares ordenados (x, y). De hecho, el
concepto de “par ordenado” no hace parte de los axiomas de conjuntos , pero podemos modelar los pares
ordenados, poniendo, por ejemplo

(x, ) := {{x}, {x, y1}.

Los nimeros naturales tampoco son conceptos basicos y se construyen, por ejemplo, como
0:=9,
1:={0} = {@},
2:={0,1} = {@,{#}},
3:={0,1,2} = {g,{p},{, {p}}},

Sin embargo, todo el mundo sabe bien qué es un nimero natural, sin ayuda de los 16gicos.
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0.5. Caracterizacion de productos y coproductos Capitulo 0. Conjuntos

Sin embargo, el punto es que la definicién particular es irrelevante; la Ginica propiedad importante es que
(x,y)=(x',y) siysolosi x=x'ey=y.

(Como un ejercicio, demuéstrelo para la definicién de arriba.)
De la misma manera, como la unién disjunta X 1Y se puede tomar el conjunto

(Xx{0hu(Y x {1}

pero este no es mejor que el conjunto
{®}x X)u ({®} x Y).

En el fondo, el aspecto mas importante lo constituyen las propiedades universales que satisfacen el producto
y la unién disjunta.

0.5.1. Observacion (Propiedad universal del producto). Sea Z un conjunto junto con aplicaciones f;: Z —
X;. Entonces, existe una aplicacion tinica ¢: Z — [1;c; X; tal que p;o ¢ = f; para todo i € I.

Z
0.7) aip N
\I/
Mier Xi —5—~ Xi
Demostracion. Se ve que la inica opcién posible es poner
P(2) = (fi(2)ier- o

Usando la propiedad universal, podemos definir varias aplicaciones Z — [[; X; de manera candnica. Vea-
mos un par de ejemplos.

0.5.2. Ejemplo. Consideremos el producto X x X y dos aplicaciones identidad idx: X — X:

X

. 1 .
yE!IA\d}
\I/

X(p1 XxX p2>X

la aplicacién A: X — X x X caracterizada de modo tnico por
PIOA:PZOAZidX

se llama la aplicaciéon diagonal. En términos de los elementos del producto cartesiano X x X como lo hemos
definido arriba, tenemos
A: x— (x,x). A

0.5.3. Ejemplo. Para dos aplicaciones f: X — X'y g: Y — Y’', tenemos una aplicaciéon
fxg: XxY—-XxY'
caracterizada de modo tnico por

pio(fxg=fopy, pro(fxg =gops.

X<P1 XxY P2>Y

fl 3!:fxg lg
, v

X’LX,XY’$ YI

En términos de elementos,
fxg: ()= (f(x),g). A
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Capitulo 0. Conjuntos 0.6. Propiedades universales (&)

0.5.4. Observacion (Propiedad universal del coproducto). Sea Z un conjunto junto con aplicaciones f;: X; —
Z. Entonces, existe una aplicacion tinica ¢: [1;e; X; — Z tal que ¢po1; = f; para todo i € I.

L
Hier Xi <— X;

(0.8) N
3 4’/

i
Z
Demostracion. La aplicacién tiene que ser dada por
P (x;, 0) = fi(x;). [ |
Volviendo a la definicién alternativa de la unién disjunta
(O} x X)u({®} x Y),

podemos notar que esta construccién también viene con las aplicaciones de inclusiéon i: x— (©,x) y j: y—
(®, ) que satisfacen la misma propiedad universal:

X — sy (@ xX)U(@)xY) «— v
I

E|l|¢

< g
Z

f

En este sentido, la construccion ({®} x X) u ({®} x Y) es tan buena como (X x {0}) U (Y x {1}).

0.5.5. Comentario. Note que el diagrama (0.8) es casi idéntico a (0.7), solo que todas las flechas van al
revés. En este sentido, el producto y la unién disjunta de conjuntos son construcciones duales. Por esto a
veces se dice que la unién disjunta es el coproducto de conjuntos.

0.6 Propiedades universales (&)

Hemos dicho que 0.3.1, 0.3.2, 0.5.1 y 0.5.4 son propiedades universales, porque estas definen @, {},
[ier Xi, ;er X; de modo tnico salvo biyeccién tnica.

0.6.1. Ejemplo. Supongamos que hay un conjunto T tal que

para todo X existe una aplicacién Gnica X — T.
Sea T’ otro conjunto que satisface la misma propiedad:

para todo X existe una aplicacién tnica X — T'.

Entonces, deben existir aplicaciones tinicas

3! El)
T2y 72

Podemos considerar sus composiciones

Ay R B 7S Ly
\_/{ \/{
gof fog
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0.6. Propiedades universales (&) Capitulo 0. Conjuntos

Pero segtn las propiedades que hemos supuesto, hay una sola aplicacion T — T, y esta debe ser la aplicacion
identidad id7. De la misma manera, la Ginica aplicacion T' — T’ es id». Entonces,

gOf:idT, fog:idTr,

y las aplicaciones f y g nos dan una biyeccion entre T y T'. Por esto cuando escribimos {e}, no nos interesa
qué es exactamente «; lo Ginico que importa es que el conjunto {s} satisfaga 0.3.2, y esta propiedad define {e}
salvo biyeccién tinica (lo que no nos sorprende, ya que se trata de conjuntos de un elemento). A

0.6.2. Ejemplo. Para ver otro ejemplo mas interesante de este tipo de razonamiento, consideremos el caso
del producto X x Y. Supongamos que hay dos conjuntos W’y W” junto con algunas aplicaciones

/" i
, M %3

P 2
X+ w 25y X <

WN > Y
y cada uno satisface la propiedad universal (0.7):
Z Z
| |
pl pl p// pH
X ¢—— W — Y X +—— W' >y
Aplicando estas dos propiedades una a otra, se obtiene
W// W/
| |
1! ! " ! !
m 3 i ® & & el i v &
| |
! \‘/ ! " \‘/ "
141 , p. P " Pa
X < w > Y X < w > Y
es decir, existen aplicaciones tinicas
(,b:W”—>W’ y 1//:W,—>WH
que satisfacen
pie¢=p{, pyo¢=ps pioy=pi, proy=pj
Podemos considerar sus composiciones
poy: W W', wop: W'—W".
Se ve que estas hacen conmutar los diagramas
W/ WU
| |
I I
p! | pl p!l | pll
1 : boy 2 1 : wo 2
| |
P Pl
X ¢ w > Y X 4 w > Y

Pero las flechas verticales punteadas en los diagramas de arriba también deben ser tnicas y por lo tanto
coinciden con las aplicaciones identidad:

poy =idy:, Yop=idyn.

Entonces, ¢ y v definen una biyeccién W’ = W”. Esto significa que no es importante como se define X x Y; si
hay otro conjunto W que satisface la misma propiedad universal 0.5.1, entre W y X x Y habra una biyeccion
canénica. A
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Las consideraciones de arriba pueden parecer banales, o mas bien una sobrecomplicacion innecesaria
de algo banal (;quién no sabe que es el producto cartesiano de dos conjuntos?), pero estas ideas son fun-
damentales para las matematicas modernas. Entre el final del siglo XIX y los inicios del siglo XX, una gran
revolucion sucedié cuando se descubrié que todos los objetos de interés pueden ser modelados en términos
de conjuntos. A partir de los anos 50 el punto de visto ha cambiado: los objetos suelen definirse en términos
de sus propiedades universales y diagramas conmutativos, y los detalles de su codificacién en términos de
conjuntos son irrelevantes.

0.7 Relaciones de equivalencia

Para terminar este capitulo, revisemos brevemente la nocién de relacién de equivalencia que serd de
mucha importancia en nuestro curso.

0.7.1. Definicidon. Sea X un conjunto. Una relacién binaria ~ sobre X es una relacion de equivalencia si
se cumplen los siguientes axiomas:

El) reflexividad: para todo x € X se cumple x ~ x;
E2) simetria: para cualesquiera x, y € X, si x ~ y, entonces y ~ x;
E3) transitividad: para cualesquiera x,y,z€ X, si x ~ y e y ~ z, entonces x ~ z.

0.7.2. Definicion. Sea X un conjunto dotado de una relacién de equivalencia ~. Para x € X su clase de
equivalencia respecto a ~ es el conjunto

[x]:={yeX|x~yl

En este caso también se dice que x representa la clase de equivalencia [x]. El conjunto de las clases de
equivalencia se denota por
X/~={[x]|xe€ X}

y se dice que es el conjunto cociente de X bajo la relacién de equivalencia ~.

0.7.3. Observacion. Las clases de equivalencia son disjuntas. Especificamente, para cualesquiera x,y € X las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) x~Y,
2) [x]=1[y],
3) xIn[yl #o.

Asimismo tenemos la descomposicion
X= U &,

[x]leX/~

y diferentes conjuntos en la union son disjuntos; es decir, las clases de equivalencia forman una particion de X.

Demostracion. Supongamos que x ~ y. Entonces para todo z € X tenemos (usando que la relacion ~ es simé-
trica y transitiva)
ZEX] &= x~z2=y~2z < z€[y]

y de la misma manera
zelyl &= y~z=>x~2z < z€[x].

Esto demuestra que 1) implica 2).

Luego 2) obviamente implica 3), ya que x € [x], y por lo tanto [x] # @. Esto usa la hipétesis de que la
relacién ~ sea reflexiva.

Por fin, 3) implica 1): si existe z € [x]N[y], entonces x ~ z € y ~ z, y por la simetria y transitividad x ~y. ®
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0.7. Relaciones de equivalencia Capitulo 0. Conjuntos

0.7.4. Ejemplo. Para algiin nimero n = 1,2,3,4,... consideremos la siguiente relacion sobre los nimeros
enteros Z: se dice que a'y b son congruentes moédulo n y se escribe a = b (mod n) si su diferencia es divisible
por n:

nl|(a—b) < (a—b)=ncparaalglin ce Z.

El lector puede comprobar que esta es una relacién de equivalencia. Hay precisamente n diferentes clases
de equivalencia que pueden ser representadas por los niimeros 0,1,...,n —1. Vamos a usar la notacién

[al,:={beZ|a=b (mobd n)}.
Tenemos entonces las clases

[0],=1{0,+n,+2n,+3n,...},
(1]l,={1,1£n,1+2n,1£3n,..},
2], =12,2+n,24+2n,2+3n,...},

[n-1l,={n-1),(n-1Dxn,mn-1)+2nmn-1)£3n,..}.
En este caso el conjunto Z/~ se denota por’
ZinZ:={laly | ac Z} ={[0ly, (11p,...,[n—1],}. A
0.7.5. Ejemplo. Consideremos el conjunto Z x Z\ {0} y la relaciéon
(a,b) ~ (d,b) < ab' =d'b.

Esta es una relacion de equivalencia: la reflexividad y la simetria deben de ser obvias, y para la transitividad,
notamos que si (a,b) ~ (@', b") y (a,b) ~ (a”,b"), entonces tenemos

abl — d’b y a/bll — a/lbl,

de donde
ablb” — a/bb// — (/l”bbl,

ydado que b’ # 0, podemos cancelarlo y concluir que ab” = a’ b, 1o que significa que (a, b) ~ (a”,b"). La clase de
equivalencia de (a, b) normalmente se denota por la fraccion . De hecho, nuestra relacion de equivalencia

es precisamente

a a

—=— < ab =db.
b b
Este es el modo riguroso de construir los nimeros racionales a partir de los nimeros enteros: se trata de las
clases de equivalencia de pares (a, b) con b # 0.
Para representar cada fraccion (clase equivalencia) de manera tnica, se suelen tomar, por ejemplo, las
fracciones £ con b >0y mcd(a, b) = 1, pero esto no es necesario y no es siempre conveniente en los célculos.
A

0.7.6. Ejemplo. Los nimeros reales R se construyen a partir de los nimeros racionales como ciertas clases
de equivalencia. A saber, se dice que una sucesién de ndmeros racionales (x,), es una sucesiéon de Cauchy
si para todo nimero racional € > 0 existe N tal que

|xm — x,| <€ para cualesquiera m,n > N.

*Algunos libros de texto elementales usan la notacién “Z,,” para los restos médulo n, pero esta debe evitarse a toda costa porque
tiene otro significado: Z es el conjunto de los niimeros enteros p-adicos, que es mucho mas grande que Z/pZ: hay sobreyecciénes

Zp— Z/ka para cualquier k=1,2,3,...
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Capitulo 0. Conjuntos 0.7. Relaciones de equivalencia

Consideremos la siguiente relacion sobre tales sucesiones:
(Xp)p ~ (yn)n == lim (xn = yn) =0.
La ultima condicién significa que para todo ¢ > 0 existe N tal que
|Xn — ynl <€ paratodo n> N.

Esta es una relacion de equivalencia, y por definicion las clases de equivalencia son los niimeros reales. Por
ejemplo, el nimero 7 = 3,1415... puede ser visto como la clase de equivalencia de la sucesién

31 314 3141 31415
X0=3, X1=—, X2=—, x3=m, x4:M'

10 100

Esta sucesiéon no converge a un ndmero racional, pero precisamente por este motivo, se declara formalmente
que el “limite” correspondiente es la misma sucesién, médulo la relacién ~.

Un ndmero racional x € Q corresponde a la sucesion (x,), con x, = x para todo n, y en este sentido Q
forma un subconjunto de R.

Por cierto, uno podria decir que los nimeros reales son nada mas un conjunto de decimales, pero esto
no ayuda mucho: igual hay que trabajar con clases de equivalencia para considerar, por ejemplo, 0,499999...
y 0,500000... como el mismo niimero.

Hay otra construccién de los nimeros reales a partir de racionales, conocida como los cortes de Dede-
kind, pero no la voy a revisar aqui.

En este curso tendremos que a asumir la construcciéon de los nlimeros reales y sus propiedades basicas;
el lector interesado puede consultar el libro de texto clasico [Rud1989]. A

0.7.7. Ejemplo. Consideremos la siguiente relacién de equivalencia sobre los niimeros racionales Q:
X~y <= x—yelZ.

Es facil comprobar que se trata de una relacién de equivalencia y que cada clase de equivalencia puede ser
representada de modo tinico por un nimero 0 < a < 1:

4 1 5 1 3
51=l50 [5] =13l = 5] e
—a saber, se puede tomar la parte fraccionaria
a:=x-lx],
donde | x| := max{n e Z| n < x} (cuidado con los signos: {%J =1, pero {—%J =-2).
Los elementos de Q/ ~ son los “ntimeros racionales médulo los ndmeros enteros”. A

Técnicamente hablando, X/~ es un conjunto de subconjuntos de X que son disjuntos y cubren todo X.
Sin embargo, hay que pensar en X/~ como en el mismo conjunto X donde hemos identificado los elementos
equivalentes. De todos modos, lo mas importante no es la construccién de X/~, sino su propiedad universal.

0.7.8. Observacion (Propiedad universal del cociente X/~). Para una relacion de equivalencia ~ sobre X,
consideremos la aplicacién candnica

p: X—X/~,

X — [x].

Sea f: X — Y una aplicacion que es compatible con ~ en el sentido de que para cualesquiera x,x' € X se
tiene
x~x' = f(x) = f(x").
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0.7. Relaciones de equivalencia Capitulo 0. Conjuntos

Entonces, f se factoriza de modo tinico por p; es decir, existe una aplicacién tinica f: X/~— Y tal que f = fop:
f
X — Y

X/~

Demostracion. La flecha punteada tiene que ser dada por [x] — f(x). Esta aplicacion esta bien definida: por
nuestra hipétesis, si [x] = [x'], entonces f(x) = f(x'). [ |

0.7.9. Ejemplo. Consideremos la adiciéon y multiplicacion de nimeros enteros médulo n: para dos nimeros
ay b calculemos su suma y producto habitual y luego tomemos el resto mddulo n correspondiente:

+:Zx7Z2—7InZ,
(a,b) — [a+ by,

wIZxZ—7ZInZ,
(a,b) — [abl,.

La relacion de congruencia mddulo n induce de modo obvio una relacién de equivalencia sobre Z x Z:
(a,b)~(d,b) <= a=d @moédn), b=b (mod n),

y el cociente (Z x Z)/~ puede ser identificado con Z/nZ x Z/nZ. De la definicién de congruencias se verifica
que si

a=ad (@médn) y b=b (méd n),

entonces
a+b=d+b médn) y ab=db (méd n).

Todo esto significa que la adicion y multiplicaciéon son compatibles con la relacion = y por ende pueden
ser definidas sobre los restos médulo n:

Zx7 —— 7ZInZ Zx7 —=— 7ZInZ
-1 _
\L /////3! \L //’/31
ZInZ x7Z|nZ ZInZx27InZ

Las flechas punteadas necesariamente estan definidas por
[a]n+[b]n:[a+b]ny [a]n[b]n:[ab]n A

0.7.10. Ejemplo. Volvamos a los nimeros racionales, definidos como las fracciones £ con a,b € Z, b # 0,

con la relacion de equivalencia
!/

a
E:E — ab'=a'b.
Como sabemos, si
a_d c_¢
b b d d’

entonces
ad+bc _dd+b'c ac ac
bd ~  bd ' bd bd’
Esto quiere decir que la adicién y multiplicacién de fracciones pueden ser definidas como

ad+ bc

c. ac._a
d’ bd ' b d bd

+

a
b
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Por supuesto, son las férmulas bien conocidas del dlgebra de Baldor, pero no es suficiente solamente escri-
birlas: hay que comprobar que las férmulas son compatibles con la relacién de equivalencia (la igualdad de
fracciones). A

0.7.11. Ejemplo. Definiendo los niimeros reales como clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de
nimeros racionales, la suma y el producto se introducen como

[ n] + (V) nl =[x+ yudul,  [(X)ul - [(u)n] = [(n yudnl.
La compatibilidad de estas definiciones con la equivalencia es un buen ejercicio de andlisis basico. A

0.7.12. Ejemplo. De la misma manera, se puede comprobar facilmente que para los nimeros racionales
modulo los nimeros enteros definidos en 0.7.7 tiene sentido tomar la suma

[x] +[y] =[x+ Yl

HE SRR HEE

Sin embargo, no hay un modo razonable de definir los productos. La férmula

Por ejemplo,

[x]-[y]:=[xy]
no funciona: por ejemplo, [%] = [%], pero
23-m-a [2-() A

La idea ilustrada por los Gltimos ejemplos sera muy importante en nuestro curso: si sobre X estan defini-
das ciertas operaciones que son compatibles con una relacién de equivalencia ~, entonces estas operaciones
pueden ser definidas sobre el cociente X/ ~.
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0.8 Ejercicios

Ejercicio 0.1. Sean A;, i € I y B conjuntos.

1) Demuestre que
(Na)us=NwiuB) v (Uai)nB=UwinB).

iel iel iel iel
2) Demuestre que si A; € X para todo i € I, entonces

X\YJAi=NX\A) v X\[A=UX\A).

iel iel iel iel
Ejercicio 0.2. Sea X un conjunto. Para dos subconjuntos A, B c X su diferencia simétrica se define por
AAB:=(AUB)\(ANnB).
0) Demuestre que AAA=9@y AAG = A.

1) Demuestre que AAB = (A\B)U(B\ A).

2) Demuestre que (AAB)AC = AA(BACQ).

Encuentre una férmula simétrica en A, B, C para este conjunto.
3) Demuestre que (AAB)NC=(AnC)A(BNCQC).

Ejercicio 0.3. Sean f: X — Y una aplicacion, X; € X, Y; € Y familias de subconjuntos.
1) Demuestre que

Ux)=Urexn vy f(Nx)=nreo.
iel iel iel iel
Encuentre un ejemplo cuando f(X; N X2) C f(X1) N f(X2).
2) Demuestre que

Uy =Usrton vy (0w =nstop.
jeJ Jjel jeJ jeJ
Ejercicio 0.4. Sea f: X — Y una aplicacion entre conjuntos. Demuestre las siguientes propiedades.

la) Para cualquier subconjunto B < Y se tiene f(f~!(B)) < B.
Ademas, si f es sobreyectiva, entonces f(f~!(B)) = B.

1b) Para cualquier subconjunto A< X se tiene A< f~1(f(A)).
Ademas, si f es inyectiva, entonces f~1(f(A)) = A.

2a) Si A; € Ay € X, entonces f(A;) € f(Az).
2b) Si B, < B, <Y, entonces f~1(B;) < f(By).
Ejercicio 0.5. Sean X e Y conjuntos finitos.
1) ¢Cuantos elementos tiene X x Y e X Y?
2) ¢Cudantos subconjuntos tiene X?
3) ¢Cuantas aplicaciones distintas X — Y hay?

4) ;Cuantas biyecciones distintas X — X hay?
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Ejercicio 0.6. Sea X ={1,2,3} un conjunto de tres elementos. Describa todas las biyecciones X — X. Compile
la tabla de composicién de estas biyecciones:

‘ f

8 gof
Ejercicio 0.7. Encuentre una biyeccién entre el conjunto de los niimeros enteros Z y algiin subconjunto
propio X C Z.
Ejercicio 0.8. Sean f: X — Y e g: X — Z dos aplicaciones biyectivas. Demuestre que la aplicacion
X—-YxZ,
x— (f(x),8(x))
no es biyectiva si X tiene mas de un elemento.

Ejercicio 0.9. Sean X un conjunto finitoy f: X — X una aplicacion. Demuestre que las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1) f esinyectiva;
2) f essobreyectiva;
3) f es biyectiva.
Encuentre un contraejemplo para X infinito.

Ejercicio 0.10. Sea f: X — Y una aplicacion entre conjuntos. Definamos la siguiente relacién de equiva-
lencia sobre los elementos de X:
i~x = fx)=fx)

Demuestre que f induce una biyeccién

X/~— f(X),
[x] — f(x).

Ejercicio 0.11. Sea f: X — Y una aplicacion.

1) Asumamos que X # @. Demuestre que f es inyectiva si y solo si existe una aplicacién r: Y — X tal que
ro f =idy.

2) Demuestre que f es sobreyectiva si y solo si existe una aplicacién s: Y — X tal que fos=idy .

"De hecho, este resultado es equvalente al axioma de eleccién.
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