Capitulo 3
Aritmeética

Una gran parte del dlgebra y en general de las matematicas importantes del fin del siglo XIX fue desarro-
llada para generalizar la aritmética de los nimeros enteros a dominios, o investigar las obstrucciones que
aparecen en este intento. Esto se estudia en detalles en la teoria de nimeros algebraica, y en este capitulo
vamos a introducir algunas nociones basicas. En particular, vamos a definir ciertas clases importantes de
anillos:

dominios euclidianos C dominios de ideales principales C dominios de factorizacién tnica

También vamos a introducir los ideales de anillos, que tendran papel muy importante en el resto del curso.
El material de este capitulo generaliza los resultados clasicos sobre los niimeros enteros.

3.1 Divisibilidad

3.1.1. Definicion. Sea A un anillo conmutativo. Para elementos a,b € A se dice que a divide a b si b = ca
para algln c € A. En este caso también se dice que a es un divisor de b y que b es un multiplo de a y se
escribe “a| b”.

Se dice que a y b son asociados si a| by b| a. En este caso se escribe “a ~ b”.

Hagamos primero algunas observaciones triviales.
3.1.2. Observacion.
1) 1|a para cualquier ac A,
2) allsiysolamente si ae A,
3) a|0 para cualquier a€ A,
4) 0] a siy solamente si a=0. O
La relacion a ~ b significa precisamente que a y b son iguales salvo un multiplo invertible.
3.1.3. Proposicion. Sea A un dominio.
1) Se cumple a ~ b siy solamente si b= ua para algtin ue A*.

2) Sic#0, entonces ac | bc implica a| b.
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Demostracion. En 1), si tenemos a ~ b, entonces a| b e b| a; es decir, a= vby b = ua para algunos u, v € A.
Luego, a = uva, asi que a(1 - uv) =0. Esto implica que a=0, yen este caso b=0yse tiene b=1-a;0 uvr=1,
y en este caso ue A*.

Viceversa, si b= ua donde ue A*, entonces a=u"'b,asique a| by b|a.

En 2), si bc = dac para algin d, entonces, puesto que c¢ # 0, podemos cancelarlo y obtener b = da. [ |

Notamos que la relacién de divisibilidad es reflexiva y transitiva: para cualesquiera a,b,c € A

ala,
alb, blc=alc.

La relacion ~ es una relacion de equivalencia: para cualesquiera a, b, c € A se cumple

a~a,
a~b=b~a,

a~b, b~c=b~c.

3.1.4. Comentario (&%). La relacion de divisibilidad es una relacién de preorden sobre A. Para que esto sea
una relacién de orden, falta la propiedad de antisimetria: a| by b| a no implica a = b, sino que a ~ b (por la
definicién). Esto significa que la divisibilidad es una relacién de orden sobre las clases A/ ~.

3.2 Elementos primos e irreducibles

Notamos que todo elemento b € A es divisible por 1 y por si mismo, y en consecuencia por todo « tal
que a ~ 1 (es decir, ae A*) 0 a ~ b. Estos divisores de b son triviales. Un elemento que no tiene divisores no
triviales se llama irreducible.

3.2.1. Definicién. Un elemento p € A es irreducible si
1) p#O0ype A%,
2) a|p implicaque ae A* o a~ p.

Se dice que un elemento ae€ Atal que a#0y a¢ A es reducible si existe un divisor no trivial b | a; es
decir, b¢ A* y b # a. Tenemos entonces cuatro clases disjuntas de elementos:

A={0}u A u{irreducibles} u {reducibles}.

3.2.2. Ejemplo. Un polinomio f € k[X] es irreducible siy solo si f no es constante y f no puede ser escrito
como f = gh, donde degg,degh <deg f. Se tiene f ~ g siy solo si f = cg para una constante c # 0. A

Un momento delicado de la teoria general es la distincién entre los elementos primos e irreducibles.
3.2.3. Definicion. Un elemento p € A es primo si

1) p£0ypé¢ A~

2) para cualesquiera a, b€ A, si p | ab, entonces plao p|b.

3.2.4. Ejemplo. En el anillo de los nimeros enteros Z los elementos invertibles son +1. Se cumple a ~ b siy
solo si a = +b. Las clases de equivalencia mddulo ~ pueden ser representadas por los niimeros no negativos.

Los elementos irreducibles son +p donde p =2,3,5,7,11,... es primo. Los elementos primos son los mis-
mos (esto se demuestra en el curso de la teoria de nimeros elemental, pero vamos a probarlo otra vez mas
en las siguientes secciones). A



Capitulo 3. Aritmética 3.2. Elementos primos e irreducibles

3.2.5. Observacion. Todo elemento primo es irreducible.

Demostracion. Supongamos que p € A es un elemento que no es irreducible. Esto significa que p = ab, donde
a,b¢ A*ya#p,b#p.Entonces, p|ab, pero ptay p1b, asi que p no es primo. [ |

En general, un elemento irreducible no tiene por qué ser primo.

3.2.6. Ejemplo. En el anillo Z[v/-3] el nimero 2 es irreducible. Para verlo, para a = a+ bv—-3 € Z[/3] defi-
namos la norma mediante

N@):=aa=(a+bVv-3)(a-bV-3)=d®>+3b* € Z.

Para cualesquiera a, § € Z[v/-3] se tiene
N(ap) = N(a) N(f).

Notamos que N(a) = 0. Si a es invertible, entonces aplicando la norma a la identidad aa~! = 1 se obtiene
N(@N(@ )=1= N(a) =1.

Los Unicos elementos de norma 1 son +1, y son obviamente invertibles, asi que

En general, para cualquier n =1,2,3,... la ecuacion a?+3b? = n define un elipse, y por ende hay un nimero
finito de elementos a € Z[v/-3] con N(a) = n. Basta notar que

lal<vn, |bl<Vnl3.

Hagamos una pequena lista de elementos de diferente norma (véase la figura 3.1 en p. 8):

N=0: 0,
N=1: =1,
N=3: +Vv-3,

N=4: +2, +(1+v-3), +(1-v3),

N=7: +(@2+v-3), +(2-v-3),
N=9: +3,

N=12: +@3+v-3), +3-v=3), +2v-3,

Todo elemento a € Z[v/-3] con N(a) = 4 es irreducible: si a = By, entonces N(B) N(y) = 4, lo que nos deja
dos posibilidades:

1) N(B)=1, N(y) =4, asi que f=+1,y = +a;
2) N(f)=4, N(y)=1,asiquey==1, f=+a.

Ahora tenemos

214=(1+V-3)(1-V-3),

aunque los nimeros 1+ +v-3y 1-+v/—3 no son divisibles por 2. Entonces, 2 es irreducible, pero no es primo
en Z[v-3].

En general, las mismas consideraciones demuestran que para cualquier n < —3 libre de cuadrados, 2 es
irreducible pero no es primo en Z[/n] (véase el ejercicio 3.4). A
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3.3 Elementos invertibles en Z[\/n]

Sea n un ntimero entero libre de cuadrados. En esta seccién vamos a investigar cudles elementos del
anillo

ZlVnl:={a+bvnlabeZ}
son invertibles. Para un elemento a + by/n denotemos
ola+bvn):=a-bvn.

Un pequeno calculo demuestra que para cualesquiera a, § € Z[/n] se cumple

o@ap)=o(@)a(P).
Para encontrar los elementos invertibles, definamos la norma de un elemento de Z[/n] mediante

N(a):=ao(a).

Notamos que la norma es multiplicativa en el sentido de que para cualesquiera a, § € Z[/n] se cumple

N(ap) = N(a) N(p).
La norma es un nimero entero:

N(a+bvn) = (a+byvn)(a-bvn)=a*-nb* e Z

3.3.1. Lema. Se tiene a € Z[/n]* siy solamente si N(a) = £1.

Demostracion. Si a es invertible, entonces
N@N@ ) =N@a™)=N1) =1,

asi que necesariamente N(a) = +1. Viceversa, si N(a) = =1, entonces de la ecuaciéon a-o(a) = N(a) se deduce
que
)

=—. [ |
N(a)

Entonces, para encontrar los elementos invertibles en el anillo Z[/n], necesitamos encontrar las solu-
ciones enteras (a, b) € 72 de la ecuacién

a® - nb® = +1.

Esto es facil si n < 0: en este caso hay un ntimero finito de elementos invertibles porque la ecuacién
a® —nb? = —1 no tiene soluciones, mientras que a® — nb? = 1 define un elipse que puede tener solo un nimero
finito de puntos enteros. A saber (véase la figura 3.2 en p. 8),

» sin=-1,laecuacion es a? + b*> = 1 y hay cuatro soluciones (+1,0), (0, +1), de donde podemos concluir
que

Z =121+ =110, 053, OGF
= sin< -1, entonces la ecuacién a? — nb? = 1 tiene solamente dos soluciones (+1,0), y por lo tanto
ZIVnl* = {+1}.
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Ahorasi n > 1, la ecuacion a®>—nb? = +1 define una hipérbola y no es tan facil describir sus puntos enteros.
Fijémonos en el caso de n =2, donde hay que encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon

a®-2b% = £1.

Esta se conoce como la ecuacién de Pell . Se encuentran muchas soluciones, por ejemplo (véase la figura
3.3enp.9),
(a,b) = (£1,0), (£1,£1), (£3,£2), (£7,45), ...

que corresponden a las unidades
+1=+(1-v2)°,
+(1+v2), +(1-vV2)=F1+Vv2)™,
+(B3+2V2) =+(1+V2)?, £(3-2V2)=+(1+V2)?,
+(7+5V2)=+(1+V2)3, £ (7-5vV2)=F1+v2) 3,

Note que todas las soluciones de arriba son de la forma +(1 +/2)” para algtn n € Z. Se puede probar que
son todos los elementos invertibles en Z[v/2]*.

3.3.2. Lema. En Z[v/2] no existe un elemento invertible a tal que
l<a<l+V2.

Demostracion. Si tal a existe, entonces
N(a)=a-o(a) ==*1.

1) Si @-o(a)=+1, entonces
V2-1=01+v2) '<o@=0"'<1.

Luego,
V2<a+o(@<2+V2,

Pero para a = a+ by/n se tiene a + o (@) = 2ay el Ginico entero par que puede estar entre v2y 2+ /2 es
2, asi que
a+o(a)=2, a-oa)=1,

de donde a = o(a) = 1. Contradiccion.
2) Si a-o(a) = -1, entonces de modo similar, se obtiene la desigualdad
—l<o(@)<1-v2,

de donde

O<a+o(a)<2.

Pero siendo un entero par, el nimero a + o (a) no puede estar entre 0y 2. [ |

3.3.3. Teorema. Todos los elementos invertibles en Z[v/2] son de la forma +(1 +v/2)" para n€ Z.

Demostracién. El nimero 1++/2 es invertible en Z[v/2], y por lo tanto +(1++/2)" es invertible para cualquier
n. El problema es probar que todos los elementos invertibles tienen esta forma. Sea entonces a € Z[v/2] un
elemento invertible.

*John Pell (1611-1685), matemético inglés. No hay documentos que demuestren que Pell trabajé en algtin momento de su vida en
la “ecuacidn de Pell”; la atribucién del nombre se debe a Euler. Asi que como matematico, Pell es conocido por una ecuacién que nunca
estudio.
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0) Los casos a = +1 son triviales: se tiene +1 = +(1 + v/2)°.

1) Asumamos que a > 1. Entonces, por el lema anterior, tenemos a = 1++/2. Se sigue que existe un niimero
n=1,2,3,... tal que
A+V2)"<a<(1+v2)",
Luego,
l<sa(+vV2) "<1+v2,

donde a (1 ++/2)7" es invertible, asi que por el lema anterior

a=Q1+V2)"
2) Si0<a<1,entoncesa™! >1,asique a~! = (1+v2)" paraalglin n=1,2,3,... por el caso anterior, y luego
a=01+v2)"".
3) Si a <0, entonces —a >0, asi que a = —(1 ++/2)" para algin n € Z por los casos anteriores. |

En general, el anillo Z[/n] para n > 1 libre de cuadrados tiene un niimero infinito de elementos inverti-
bles: son de la forma +u" para algin u € Z[\/n]* que es precisamente el minimo elemento invertible u > 1.
Para la prueba y el modo de encontrar este u, véase por ejemplo [AW2004, Chapter 11].

n: 2 3 5 6 7 10
ueZlynl*: 1+v2 2+v3 2+v5 5+2v6 8+3V7 3+V10

Ahora si n =1 (mdd 4), el anillo Z[\/n] esta contenido en el anillo mas grande Z %ﬁ . Para encontrar
las unidades en este caso, también podemos considerar la norma
1+vn 1-+v/n 1++vn
N(a):=a-o(a), ola+b vn =a+b \/_:a+b—b \/_.
2 2 2
1+vn

De nuevo, para cualesquiera a, f € Z

—~| se cumple o(ap) = o(a)a (), y por lo tanto
N(ap) = N(a) N(f).

Calculamos que

N(a+b1_2\/ﬁ):a2+ab—nT_lb2€Z,

asi que las unidades corresponden a las soluciones enteras de la ecuacion (véase la figura 3.4 en p. 10)
-1
(3.1) a2+ab—nTb2:J_rl.

Para n < 0 (es decir, n = -3,-7,-11,-15,-19,-23), la ecuacién a®+ab— "T‘l b? = —1 no tiene soluciones, mien-
tras que a®+ab— ”T‘l b? = +1 define un elipse que tiene un nimero finito de puntos enteros. A saber, se puede
verificar que para n = -3 la ecuacién correspondiente

a?+ab+b* =1

tiene seis soluciones (+1,0), (0,+1), (+1,¥1) que corresponden a las raices sextas de la unidad:

1+v-37x 1+vV/=3 __1+v-3 s 3 o4 45
Z[T] :{ilyi 2 , 21 F 2 }:{1)(6) 6)(6)(6)(6})
mientras que para n < —3 las Gnicas soluciones son triviales:
1++vnqyx .
Z[ 2\/_] ={£1l}, sin<-3.



Capitulo 3. Aritmética 3.3. Elementos invertibles en Z[/n]

De nuevo, si n > 1, entonces la ecuacion (3.1) define una hipérbola que tendra un nimero infinito de
puntos enteros. Por ejemplo, para n =5 se pueden encontrar muchos puntos enteros en la hipérbola (véase
la figura 3.5enp. 11)

a’+ab-b* = +1.

Las unidades correspondientes son

Z[1+2\/§]X={i(1+2\/§)n|n€2}.

En general, para n > 0 siempre existe u € Z
ne”z.

%ﬁ] " tal que las unidades en Z[%ﬁ] son de la forma +u" para

n: 5 13 17 21 29 33
1+2\f5 1+ 1+5/§ 342 1+5/ﬁ 24 1+5/27 24 1+5/23 19+8 1+%/3§

uEZ[HZ‘/ﬁ

3.3.4. Comentario (&). El resultado de la teoria de nimeros algebraica que explica y generaliza nuestros
calculos se llama el teorema de las unidades de Dirichlet.
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3.3. Elementos invertibles en Z[/7n]

Figura 3.1: Puntos enteros en los elipses a® +3b*> = n para n=1,3,4,7,9,12

Figura 3.2: Puntos enteros en los elipses a> — nb* =1 paran=-1,-2,-3,-5
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b
(-3,2) 3,2)
(=1,0) (1,0
a
(=3,-2) \
a> -2 =1
b
(-7,5) (7,5)
-1,1) a,1)
a
(1,-1)
(7,-5)
a’-2b*=-1

Figura 3.3: Algunos puntos enteros en las hipérbolas a? — 2b? = +1
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Figura 3.4: Puntos enteros en los elipses a® + ab - ”T‘l b*=1paran=-3,-7,-11,-15
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(5,8)

(=5,3) 2,3)

(=21 1,1

a*+ab-b*=+1

b

a?+ab-b?=-1

Figura 3.5: Algunos puntos enteros en las hipérbolas a? + ab— b* = +1
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3.4 Ideales en anillos conmutativos

3.4.1. Definicidon. Sea A un anillo conmutativo. Se dice que un subconjunto a < A es un ideal en A si se
cumplen las siguientes propiedades.

0) a#@.
1) aes cerrado respecto a la suma: para cualesquiera x, y € a se tiene x+ y € a.

2) aes cerrado respecto a la multiplicacién por los elementos de A: para cualesquiera x € a, a € A se tiene
axea.

Notamos que las condiciones de arriba implican que 0 € a: en efecto, ya que a # @, entonces existe un
elemento x € a, y luego 0 =0- x € a. De la misma manera, la definicién implica que a estd cerrado respecto a
los elementos opuestos: para todo x € a tenemos —x = (1) - x € a.

Un ideal no es lo mismo que un subanillo: primero, no se pide que 1 € a (de hecho, en este caso la con-
dicion 2) implicaria que a = a-1 € a para todo a € A, y luego a = A, que no es muy interesante); segundo, en
lugar de la condicion x,y € a = xy € a se pide la condicién 2) que es mas fuerte.

3.4.2. Comentario. Vamos a denotar los ideales por las letras géticas mintsculas a,b, c. He aqui el alfabeto
gbtico completo.

Aa Bb Cc D0 Ce Sf Gg Kals) Ji J RE Ll Mm
SMm  Oo  Pp Nq NRr Gs Tt Uu Yo Ww Xr Dy 33

3.4.3. Comentario (&). Si A esun anillo no conmutativo, hay que considerar tres diferentes tipos de ideales:
izquierdos, derechos y bilaterales. Las condiciones 0) y 1) son siempre las mismas, pero la condicién 2) es
diferente. A saber, un ideal ac A es

» izquierdosixea, ae A= axeaq;
» derechosixea ae A— xaca;
» bilateral si es izquierdo y derecho a la vez.

Note que si A es conmutativo, entonces ax = xa y las tres nociones coinciden. Por ejemplo, en el anillo de
matrices M (k) las matrices de la forma
b o
, X, yEk

y 0
forman un ideal izquierdo que no es derecho, mientras que las matrices de la forma

Xy
(0 0), x,yek

forman un ideal derecho que no es izquierdo. Para simplificar la exposicion, en este curso no vamos a hablar
de ideales en anillos no conmutativos. El lector interesado puede formular y probar nuestros los resultados
para ideales derechos, izquierdos y bilaterales, o también consultar algin libro de texto que trabaja con
anillos no conmutativos.

3.4.4. Ejemplo. 0:={0} y A son ideales en cualquier anillo conmutativo A. Un ideal a c A tal que a # A se
llama un ideal propio. A

3.4.5. Ejemplo. Consideremos el anillo de los niimeros enteros Z. Para un nimero fijo n = 0,1,2,... los
multiplos de n forman un ideal
nZ:={na|ac€Z?Z}. A
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El dltimo ejemplo puede ser generalizado a los multiplos en cualquier anillo conmutativo.

3.4.6. Observacion. Sea A un anillo conmutativo y x € A un elemento fijo. Entonces, los muiltiplos de x forman
un ideal
(x):={ax|ac A}

que se llama el ideal principal generado por x. O
En particular, notamos que (0) =0 es el ideal nulo y (1) = A.
La relacion de divisibilidad x | y puede ser interpretada en términos de ideales principales (x) e (y).
3.4.7. Observacion (Divisibilidad e ideales principales). Sean A un anillo conmutativoy x,y € A.
1) x|y siysolamente si (x) 2 (y).
2) x~y siysolamente si (x) = (y).
3) xe A* siysolamente si (x) = A.
4) si x|y, pero y1x, entonces (x) 2 (y). a
3.4.8. Observacion. Sea A un anillo conmutativo.

1) Para un ideal a < A se tiene a = A si y solo si u € a para algtin elemento invertible ue A*.

2) Aesun cuerpo siysolo si 0y A son los tinicos ideales en A.

Demostracion. En 1), notamos que si a = A, entonces 1 € ay 1€ A*. Viceversa, si u € A* es un elemento tal
que u € a, entonces para todo a€ A

a:a-lza(u_lu):(au_l)uea.

En 2), si A es un cuerpo, entonces todo ideal no nulo a # 0 contiene un elemento x € a, x # 0, y luego
xe A* ya= Asegun la parte 1). Viceversa, si 0y A son los Ginicos ideales en A, para x # 0 podemos considerar
el ideal

(x):={ax|ace A}.

Tenemos (x) # 0, asi que (x) = A. En particular, ax = 1 para alglin a € A, y este elemento a es el inverso de
X. ]

3.4.9. Observacion. Sea A un anillo conmutativo.
1) Sia; < Aes una familia de ideales en A, entonces (N;cja; es un ideal en A.
2) Sia;Sap<Sagc---< Aes una cadena de ideales en A, entonces ;e a; es un ideal en A. O
En practica los ideales se especifican por sus generadores.

3.4.10. Definicion. Sea A un anillo conmutativo y S = A un subconjunto. El ideal generado por S es el
minimo ideal que contiene a S:

(3.2) S:= [) a= {sumas finitas Za,- X; ‘ a;€ A x; € S}.

ideal acA
Sca

Si S={xy,...,x,} es un conjunto finito, se usa la notaciéon
(XI, . --’xn) = (S)
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Verifiquemos la igualdad en (3.2). Si a es un ideal tal que S < a, entonces }°; a;x; € a para cualesquiera
a; € A, x; € S. Ademas, se ve que el conjunto formado por las sumas finitas Y ; a; x; es un ideal.

3.4.11. Ejemplo. Consideremos el ideal (2,1++/-3) en el anillo Z[v/-3]. Sus elementos son las combinacio-
nes

a-2+p-(1+V=-3), a,BeZlV-3l.
Este ideal no puede ser generado por un elemento y € Z[v/-3]. En efecto, si
2,1+V=-3)=(y),

entonces 2 y 1+ v—-3 son multiplos de vy, pero esto es posible solo cuando y = +1 (los elementos 2y 1 + /-3
son irreducibles). En este caso tendriamos (2,1 + v/-3) = Z[v/-3] y en particular

l=a-2+p-1+V=3)
para algunos a, € Z[v/-3]. Luego, multiplicando todo por 1 - /=3, se obtiene
1-V=3=a-2-(1-vV-3)+B-4,
lo que implica que 2| (1 -+/-3) en Z[v/-3], pero no es el caso. A

3.4.12. Ejemplo. En el anillo de polinomios con coeficientes enteros Z[X], consideremos el ideal (p, X)
donde p =2,3,5,7,11,... es un nimero primo, visto como un polinomio constante. Tenemos

p,X)={fp+gX|f,geZXl}={an X"+ - +a1 X +ag | ap,a,...,an€Z, p| ao}.

En particular, se ve que
(p, X) C Z[X].

Este ideal no puede ser generado por un elemento. Asumamos que (p,X) = (f) para algin polinomio f €
Z[X]. En particular, esto quiere decir que f | py f | X, lo que sucede solo para f = +1, pero (+1) = Z[X].
Contradiccion. A

3.4.13. Ejemplo. Sea k un cuerpo. El anillo de polinomios en dos variables k[X, Y] es un dominio, y sus
elementos invertibles son los polinomios constantes no nulos. Consideremos el ideal (X, Y). Se puede ver
que este ideal consiste en los polinomios con término constante nulo:

X, YV)={fX+gY|f geklX, Y]} ={hek[X,Y]|h(0,0) =0}.

Este ideal no puede ser generado por un solo elemento. En efecto, si (X,Y) = (f), entonces f| Xy f|Y. Sin
embargo, X e Y son irreducibles en k[X, Y], asi que esto es posible solo cuando f = ¢ # 0 es un polinomio
constante no nulo, pero c ¢ (X, Y). A

Existen ideales que no pueden ser generados por un niimero finito de elementos.

3.4.14. Ejemplo. Consideremos el anillo de las funciones continuas f: R — R respecto a las operaciones
punto por punto. Para cada a € R, sea

I, := {funciones continuas f: R — R| f(x) =0 para x = a}.
Este es un ideal. Consideremos la funcién

0, six=a,

fa(®) ::{

a-x, Six<a.

Tenemos f, € I,. Ahora si a < b, entonces I, < I,. De hecho, la inclusion es estricta, puesto que f; € I, pero
fv ¢ I;. Launiéon
I'=U I

acR
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es un ideal que consiste en las funciones continuas f: R — Rtales que f(x) = 0 para x suficientemente grande.
Este ideal no puede ser generado por un nimero finito de elementos: si tenemos

I= (gl,---;gn)»
entonces existe a € R tal que g;(x) =--- = g,(x) =0 para x = a. Pero en este caso para cualquier funcién
g=hg+ - +hngnc(g,...,8n)

se tiene g(x) =0 para x = a, y entonces f, ¢ (g1,...,8») para b> a. A

3.5 Dominios euclidianos

Un dominio euclidiano es un dominio que admite la divisiéon con resto.

3.5.1. Definicion. Se dice que un dominio A es un dominio euclidiano si sobre A existe una funciéon 6: A\
{0} — N (llamada norma euclidiana) que satisface la siguiente propiedad. Para todo a,b € A, b # 0 existen
q,re€ Atalesque a=gb+r,donde r =00 6(r) <5(b).

El ejemplo primordial de dominios euclidianos fue estudiado por Euclides en sus “Elementos”.

3.5.2. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es un dominio euclidiano respecto al valor absoluto 6 (a) :=|al. En
efecto, dados a,b e Z, b # 0, podemos considerar el conjunto

X:={a—-nb|neZzl.

Notamos que este conjunto contiene elementos no negativos. Sea r = a—gb el elemento minimo no negativo
en X. Si tenemos r = |b|, podemos considerar dos casos:

1) si b>0, entonces r = a—gb = b, asi que

0O<sa-(g+1)b<r.

2) si b<0, entonces r = a—gb = -b, asi que

0O<sa-(g-1b<r.

Pero ambos casos contradicen nuestra eleccién de r. Entonces, necesariamente 0 < r < |b|. A

3.5.3. Ejemplo. Sea k un cuerpo. El anillo de polinomios en una variable k[X] es un dominio euclidiano
respecto al grado §(f) := deg f. Esto fue probado en el capitulo anterior. A

3.5.4. Ejemplo. El anillo de los enteros de Gauss Z[i] es un dominio euclidiano respecto a la norma
N(a+ bi) := (a+ bi) (a—bi) = a* + b°.

En efecto, dados dos elementos a, § € Z[i], B # 0, podemos dividir « por 8 en el cuerpo Q(i):

% =x+yi paraalgunos x,yeQ.
Ahora podemos escoger a, b € Z tales que
1 1
—-al=s -, -bl=<—.
|x—al 3 |y =Dl 2
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Pongamos
q:=a+biec”Zli]

y
ri=a—qp=x+yi)f-pBa+bi)=pFx—-a+(y—-Db)i).

Por la multiplicatividad de la norma,

N(r) = NB)Nx—-a+(y-b)i) =N ((x— @2+ (y— b)z) <> N(p).

N | =

En particular,
a=qp+r, 0=<N(r)<N(P). A

3.5.5. Ejemplo. Las mismas consideraciones demuestran que el anillo Z[v/-2] es un dominio euclidiano
respecto a la norma
N(a+bV=-2):=(a+bV-2)(a-bV-2) = a® +21°.

Dejo los detalles al lector. Sin embargo, para el anillo Z[v/-3] con la norma N(a + bv/=3) = a® + 3b* este
argumento ya no va a funcionar (;por qué?) y de hecho, mas adelante veremos que Z[v/-3] no es un dominio
euclidiano. A

3.5.6. Ejemplo. Las mismas ideas nos permiten probar que el anillo Z[v/2] es un dominio euclidiano respecto
a la norma euclidiana
(@) :=IN(@)| = |a* -2b°,

donde a = a+bv2. A
3.5.7. Ejemplo. Consideremos los anillos

1++v/n
Zlw], w:= 2\/_, donde n=-3,-7,-11

con la norma

1-n
):a2+ab+Tb2.

N(a+ bw) := (a+b1+2\/ﬁ) (a+b1_2\/ﬁ

Para «a, f € Z[w] con B # 0, podemos dividir a por § en el cuerpo Q(w):

L yw para algunos x,y € Q.

B

Ahora existen a, b € Z tales que
(3.3) N((x-a)+(y-bw) = (x-a)?+x—-a) (y-b)+ len (y-b?<1.

A saber, la desigualdad de arriba define un elipse centrado en (a, b) y tales elipses para (a, b) € Z? recubren el
plano si n=-3,-7,—11. También se ve que para n = —15 ya no es el caso. Véase la figura 3.6.
Pongamos entonces
g=a+bweZlw], r=a-qf=px—-a+(y-bw).

Por la multiplicatividad de la norma,
N(r)=N(B)Nx—-a+ (y—b)w) < N(f). A

Un truco con los elipses (3.3) fue necesario porque si nada mas escojamos como arriba a, b € Z tales que
|x—al <3 yly-bl< 3, entonces para n = —7 ya se obtiene

1 1
x-a)l+x-a)(y-b+2(y-b?*=< 23t a=h
que no nos ayuda.
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Figura 3.6: Recubrimiento del plano por los elipses (x— a)? + (x—a) (y— b) + 132 (y— b)? < 1 para (a,b) € Z? y
n=-3,-7,—11. Para n = —15 ya no hay recubrimiento
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3.5.8. Comentario. Enladivision con resto a = gb+r no se supone que los elementos gy r son tinicos. Aun-
que en el capitulo anterior hemos visto que son Unicos para la divisién con resto en el anillo de polinomios
k[X1, los elementos g y r no suelen ser Gnicos en otros casos.

Por ejemplo, la divisién con resto de 7 por —3 en Z nos da

7=(-3)-(-3)-2=(-2)-(-3)+1.

Podemos forzar la unicidad del cociente y resto pidiendo que r = 0, pero esta restriccion es algo artificial.
Para dar otro ejemplo, en el anillo Z[i], la divisién con resto de 3+ i por 2 nos da cuatro diferentes opcio-
nes:

3+i=1-2+(1+1)
=1+i)-24+01-1)
=2-2+(-1+1)
=Q2+i)-2+(-1-1),

y no esta claro cudl opcién es més candnica que otras.

3.6 Dominios de ideales principales

3.6.1. Definicion. Sea A un dominio tal que todo ideal a € A es principal; es decir, a = (x) para algin x € A.
En este caso se dice que A es un dominio de ideales principales.

3.6.2. Ejemplo. Todo cuerpo es obviamente un dominio de ideales principales: sus Gnicos ideales son (0) y
(1). A

3.6.3. Ejemplo. Como hemos notado en 3.4.11, 3.4.12, 3.4.13, los anillos Z[v/-3], Z[X], k[X, Y] no son do-
minios de ideales principales:

1) elideal (2,1++v/=3) no es principal en Z[v/-3],
2) el ideal (p, X) no es principal en Z[X],
3) elideal (X,Y) no es principal en k[X, Y]. A
La razon de ser de la nocién de dominio euclidiano es el siguiente resultado.
3.6.4. Teorema. Todo dominio euclidiano es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Sea A un dominio euclidiano y sea a € A un ideal. Necesitamos probar que a es un ideal
principal. Si a = (0), no hay que probar nada. Si a # (0), sea x € a un elemento con la norma euclidiana &§(x)
minima posible. Tenemos (x) € a. Supongamos que existe un elemento y € a tal que y ¢ (x). Esto quiere decir
que y no puede ser escrito como gx para algin g € A. Podemos dividir y por x con resto: tenemos

y=qx+r, r#0,6(r)<6(x)

para algunos g, r € A. Sin embargo, r = y—gx € a, yluego 6 (r) < §(x) contradice nuestra elecciéon de x. Podemos
concluir que a = (x). [ |

3.6.5. Ejemplo. Los siguientes anillos son dominios de ideales principales porque son dominios euclidia-
nos:

1) Z (ejemplo 3.5.2),
2) Z[i] (ejemplo 3.5.4), Z[v/-2] (ejercicio 3.16), Z[v2] (ejercicio 3.17),
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1+v/n
3) 7|

para n=-3,-7,-11 (ejemplo 3.5.7),
4) k[X], donde k es cualquier cuerpo (capitulo anterior). A
3.6.6. Proposicion. En un dominio de ideales principales todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. Sea p € A un elemento irreducible. Asumamos que para algunos a, b € A se tiene p | ab. Hay
que probar que p|a o p|b. Consideremos el ideal generado por py a:

(p,a):={xp+yalx,ye A}

Puesto que A es un dominio de ideales principales, se tiene (p, a) = (¢) para algin c € A. En particular, c|py
¢ | a. Ahora dado que p es irreducible, se tiene ¢ ~ p 0 c€ A*.

1) Sic~ p, entonces p|cy c|aimplicaque p|a.

2) Sice A*, entonces tenemos ¢ = xp + ya para algunos x, y € A, y luego bc = pbx + yab. Dado que p | ab,
esto implica que p | be, y luego p | bee™! = b. [ |

3.6.7. Ejemplo. Ya hemos observado en 3.2.6 que en el anillo Z[v/-3] se tiene
4=2.2=1+v-3)1-v-3),

donde 2, 1+ v/-3 son irreducibles. Esto demuestra que 2 es irreducible, pero no es primo. Como ya notamos
en 3.4.11, y como también nos dice el argumento de 3.6.6, el ideal (2,1 +v/-3) no es principal en Z[v/-3].
Podemos considerar el anillo mas grande

Zlwl > ZIV=-3], w:= 1+;/__3.

Como vimos en 3.5.7, este es un dominio euclidiano, asi que todo elemento irreducible en Z[w] es primo.
Los elementos 2 y 1+ v/-3 se vuelven asociados:

1+v-3=2w, 1-Vv-3=2(1-w),

donde w y 1 — w son invertibles: tenemos w (1 — w) = 1. El ideal (2,1 + v/-3) que no era principal en Z[v/-3] si
es principal en Z[w]: se tiene

2,1+V-3)=(2,20) = (2). A
3.6.8. Ejemplo. En el anillo
Zlol, w=,

analizando las normas
N(a+ bw) = a® + ab+ 4b?,

se ve que los elementos 2, w, 1 —w son irreducibles: sus normas son iguales a 4 y no hay elementos de norma
2. Notamos que
w(l-w)=w-w®=4.

Ahora 2 |w(1-w), pero 2tw y 21 (1 — w). Esto demuestra que 2 es irreducible pero no es primo en Z[w]. Por
las mismas consideraciones de 3.6.6 se ve que el ideal (2,w) no es principal en Z[w]. A

3.6.9. Ejemplo. Consideremos el anillo Z[\/n] para n > 1 libre de cuadrados y n=1 (mdd 4). La norma es
N(a+byn) = (a+byn) (a-bvn) = a* - nb*.
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En este caso no hay elementos de la norma +2: tenemos
a?-nb’>=d®>-b* (mod 4),
pero las posibles diferencias de dos cuadrados médulo 4 son 0,1,3. Ahora
2l(n-1)=0+Vn(-1+Vn),

pero 24 (1 + y/n) (los multiplos de 2 son de la forma a + by/n con ay b pares).
El anillo més grande Z[# puede o no puede cumplir la propiedad que todo irreducible es primo. El

argumento de arriba no va a funcionar porque 1++/n=2 %ﬁ A

En general, existen dominios de ideales principales que no son dominios euclidianos. Sin embargo, no
es facil encontrar un ejemplo especifico: hay que probar que cierto dominio de ideales principales no admite
ninguna norma euclidiana.

3.6.10. Ejemplo (&). Sea A un dominio euclidiano que no es un cuerpo. Sea a € A un elemento no nulo y
no invertible con el minimo posible valor §(a). Esto implica que para cualquier elemento b € A tenemos

b=qa+r, donder=006(r)<d(a).

Por nuestra eleccion de a, esto significa que hay dos posibilidades: a| b o r € A*.

Ahora consideremos el anillo
1+v-19
Zlw], wi=——.
2
Al analizar la norma
N(a+bw):=(a+bw)(a+bw) =a®+ab+5b°
se ve que Z[w]* = {+1} y que en Z[w] no hay elementos de norma 2 o 3. Esto implica que los nimeros 2 y 3
son irreducibles en Z[w].
Ahora si Z[w] fuera un dominio euclidiano, entonces tendriamos algin elemento no nulo y no invertible
a € Z[w] tal que para todo § € Z[w] se cumple a | B, o se puede escribir § = ga + r donde r = +1. Es decir, «
siempre debe dividir a § 0 §+ 1. Primero tomemos = 2.

1) Si @ |2, entonces necesariamente a = +2 (como notamos, 2 es irreducible y a no es invertible).
2) Sial|(2+1), entonces a = +3 (de nuevo, 3 es irreducible y « no es invertible).
3) El caso a| (2—1) no es posible, puesto que a no es invertible.

Entonces, necesariamente a = +2 o0 +3, asi que N(a) =4 0 9. Tomemos ahora = w. Hay tres casos, pero
cada uno de ellos se descarta:

1) afw, puesto que N(w) =5;
2) at(1+w), puesto que N(1+w)=7,;
3) at(-1+w), puesto que N(-1+w) =5.

Podemos concluir que Z[w] no es un dominio euclidiano. Sin embargo, se puede probar que es un dominio
de ideales principales. Para una prueba directa, véase [DF2004, §8.2], pero esto surge de ciertos calculos en
la teoria de nimeros algebraica.

En efecto, en lugar de ¥~ también funcionaria

1++v-43 1++v-67 1++v-163
w= ,

) . A
2 2 2

Los ejemplos como el de arriba nada mas demuestran que la nocién de dominio euclidiano no tiene nin-
gln sentido profundo; es puramente utilitaria y se ocupa solo para probar que ciertos anillos son dominios
de ideales principales. En practica no es facil demostrar que algo es un dominio euclidiano (salvo ciertos
casos basicos como Z y k[X]), ni que no lo es.
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3.7 MCDyMCM

3.7.1. Definiciéon. Sean Aundominioy ay,...,a, € A. Se dice que d € A es un maximo comun divisor (mcd)
de ay,...,a, y se ecribe d = mcd(ay, ..., ay) si

Ddla,...,d|ay,
2) si para otro elemento c € A se cumple c¢| ay, ..., c| a,, entonces c| d.
Se dice que m € A es un minimo comun multiplo (mcm) de ay,..., a, vy se escribe m = mem(ay, ..., a,) si
Dalm,..,a,|m,
2) si para otro elemento c € A se cumple a; |c, ..., a, | ¢, entonces m | c.

3.7.2. Comentario. Note que la definiciéon no afirma que mcd y mem siempre existen. Esto depende del
dominio A.

El lector probablemente conoce bien el concepto del mcd y mcm para los nlimeros enteros, asi que vea-
mos algin ejemplo donde el mcd no existe.

3.7.3. Ejemplo. En el anillo Z[v/=3] consideremos los elementos
a=4=2-2=(1+V-3)1-vV-3) y p=2-1+V-3).

Supongamos que existe § = mcd(a, §). Notamos que 2 y 1+ /-3 son divisores comunes de a y 8, asi que se
tiene
216, (1+v-3)16, o6la, OIB.

Pero 2 # (1++v-3) y a # B, asi que la Ginica opcién que nos queda para la norma es N(§) = 8. Sin embargo,
a’ +3b* # 8 para ningin a,b € Z. A

3.7.4. Observacion. Sipara ay,...,a, € A existe su mcd (resp. mcm), entonces este estd definido de modo tinico
salvo la relacion de equivalencia ~.

Demostracion. Si d e d' son med de ay, ..., a,, entonces la definicion implica que d | d’ y d’ | d. De la misma
manera para mcm. [ |

Debido a la Gltima observacién, todas las identidades con mcd y mcm se entienden salvo ~.

3.7.5. Comentario. En el anillo de los niimeros enteros Z, normalmente como mcd(ay, ..., a,) ymecm(ay, ..., a,)
se toma un ndmero positivo. Para los polinomios k[X], normalmente se toma un polinomio ménico.

3.7.6. Proposicion. El mcd y mcm tienen las siguientes propiedades para cualesquiera a, b, c € A.
1) mcd(a,0) = ay mcm(a,0) =0,
2) mcd(a,a) =mcm(a,a) =a

3) mcd(a,b) = a siy solamente si a| b.
mcm(a, b) = a si y solamente si b| a.
4) mcd(a, b) = mcd(b, a).

mcm(a, b) = mcm(b, a).

5) med(mcd(a, b), ¢) = med(a, mcd(b, ¢)) = med(a, b, ¢).

mcm(mcm(a, b), c) = mcm(a, mecm(b, ¢)) = mcm(a, b, ¢).
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6) Sia=qb+r, entonces mcd(a, b) = med(b, r).
7) mcd(ca,cb) = ¢ mcd(a, b).

Aqui todas las igualdades se entienden mddulo la relacién de equivalencia ~. Las igualdades en 4)-7) se
entienden de la siguiente manera: si uno de los mcd (resp. mcm) existe, entonces el otro también existe y
son asociados.

Demostracion. Las primeras dos propiedades son evidentes de la definicion. Para 5) se puede observar que
las propiedades que definen a mcd(med(a, b), ¢) y mcd(a, med(b, ¢)) corresponden a la propiedad que define a
mcd(a, b, ¢). Dejo los detalles como un ejercicio.

En la parte 6), basta notar que si a = gb + r, entonces

cla, c|lb<=cl|b, c|r.

En la parte 7), si ¢ = 0, la afirmacién es obvia y podemos asumir que ¢ # 0. Sea d = mcd(a, b). Entonces,
cd|cay cd|ch, asi que cd | med(ca, ch).

Viceversa, puesto que c|cay c| cb, se tiene ¢ | mcd(ca, cb). Escribamos mcd(ca, cb) = ce para algln e € A.
Esto significa que ce| ca y ce| cb. Pero puesto que ¢ # 0, esto implica que e| ay e| b, asi que e| d, y luego
ce=mcd(ca,cb) | cd =c-mcd(a,b).

Entonces, hemos probado que mcd(ca, cb) ~ c-mcd(a, b). [ |

3.7.7. Comentario (Algoritmo de Euclides). Las propiedades 1) y 6) de arriba implican que si A es un
dominio euclidiano, entonces mcd(a, b) existe para cualesquiera a,b € A. En efecto, esto es obvio cuando
b = 0. Luego, asumiendo por induccion que el resultado es cierto para §(b) < N, para §(b) = N podemos
escribir

a=qgb+r, donder=006(r)<N,

y luego
mcd(a, b) = mcd(b, r).

3.7.8. Ejemplo. En el anillo de polinomios Q[X] calculemos mcd(f, g) para
F=X"+4X3+6X2+5X+2, g=X3+4X>+4X+3.

La divisién con resto nos da
f=X-g+@2X*+2X+2).

Luego,
med(f,g) = med(X> +4X2 +4X +3,2X? +2X +2).
Ahora
3 2 1, 3 2
X°+4X°+4X+3= §X+5 (2X°+2X+2)+0.
Entonces,

mcd(f,g) =mcd(@X?+2X +2,0) =2X* +2X +2~ X+ X + 1. A

3.7.9. Ejemplo. Calculemos mcd(13-9i, 8+6i) en el anillo de los enteros de Gauss Z[i]. La divisién con resto
nos da
13-9i=(1-2i)-(8+6i)+ (-7 +1).

Luego,
mcd(13—-9i,8+6i) =mcd(8+6i, —7+1).
Ahora
8+6i=(—1—-1i)-(=7+1i)+0.
Entonces,

mcd(13-9i,8+6i) =mcd(8+6i, -7+1i)=—7+1. A
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3.7.10. Proposicion. Sipara a,b € A existe uno de los mcd(a, b) 0 mcm(a, b), entonces existe el otroy se cumple
mcd(a, b) mcm(a, b) = ab.

Demostracion. Supongamos por ejemplo que existe d = mcd(a, b). El caso de a = b = 0 es trivial y podemos
descartarlo desde el principio. Entonces, se puede asumir que d # 0.
Tenemos en particular d | a e d | b. Escribamos

a=dad, b=db

para algunos a’, b’ € A. Definamos
m:=da'b.

Tenemos dm = ab y nos gustaria probar que m satisface la propiedad de mcm(a, b). Primero,
m=ab' =a'b,
asique a| m e b| m. Sea c otro elemento tal que a | cy b| c. Necesitamos deducir que m | c. Notamos que
d=mcd(a,b) =mcd(dd’,db’) =d-mcd(d, b)),

y luego
med(d,b’) =1.

Pero en este caso
mcd(cd’, cb') = cmed(d, b)) = c.

Luego, m|ca'y m|cb',y por lo tanto m | c. [ |
3.7.11. Proposicion. En todo dominio A tenemos
1) si(m,...,a,) = (d), entonces d = mcd(ay,...,ay);
2) si (@) n---n(ay) = (m), entonces m = mem(ay, ..., a).
Ademds, si A es un dominio de ideales principales, entonces mcd y mcm siempre existen. En este caso se tiene
1) (ay,...,an) =(d), donde d = mcd(ay, ..., a,);
2) (a1)N---n(ay) = (m), donde m = mcm(ay, ..., a,).

Demostracion. Vamos a ver el caso del mcd; el caso del mem es parecido. Si (ay, ..., a,) = (d), entonces a; € (d)
para todo i =1,...,n, lo que significa que d | a;. Supongamos que d’ | a; para todo i. Se tiene

ca+---+cpap=d

para algunos cy,...,c, € A, y luego d’ | d.
Ahora si A es un dominio de ideales principales, entonces para cualesquiera ay,..., a, € A existe ce A tal
que (ay,...,a,) = (c). Pero acabamos de ver que ¢ = mcd(ay,..., dy). [ |

3.7.12. Comentario (&). En general, en cualquier dominio donde existen los mcm, se tiene
(a))n---n(ay) =(m), donde m=mcm(ay,...,a,).
Sin embargo, en general, la intersecciéon de ideales principales no tiene por qué ser un ideal principal.

3.7.13. Corolario (Relacion de Bézout). Si Aesun dominio de ideales principales, entonces para cualesquiera
a,...,a, € Aexisten ci,...,c, € A tales que

c1ay+--+cpap, =med(ay, ..., ap).
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Demostracion. Se sigue de la igualdad (ay, ..., a,) = (d), donde d = mcd(ay, ..., ay). [ |

3.7.14. Corolario (Elementos coprimos). En un dominio de ideales principales, mcd(ay, ..., a,) =1 si y sola-
mente si (ay,...,a,) = A.

3.7.15. Ejemplo. Tenemos
1) mcd(2,1++v=3)=1en Z[v=3], pero (2,1+v=3) £ Z[vV-3];
2) mcd(p, X) =1 en Z[X], pero (p, X) # Z[X];
3) mcd(X,Y)=1en k[X, Y], pero (X,Y) #k[X,Y].

Esto sucede porque Z[v-3], Z[X], k[X, Y] no son dominios de ideales principales—véase los ejemplos
3.4.11, 3.4.12, 3.4.13. A

3.8 Dominios de factorizacion unica

Todo nimero compuesto es medido por algin
niimero primo.

Todo ndmero o bien es niimero primo o es medido
por algin nimero primo.

Euclides, “Elementos”, Libro VII

Cualquier nimero compuesto puede resolverse en
factores primos de una manera Unica.

Gauss, “Disquisitiones Arithmeticae”, §16

3.8.1. Definicién. Se dice que un dominio A es un dominio de factorizacién tinica’ si
1) todo elemento no nulo a € A puede ser descompuesto como
a=upi-ps
donde ue A* es invertible y py,..., ps € A son irreducibles;
2) tales descomposiciones son tnicas salvo el orden de los multiplos y la relacion de equivalencia ~: si
a=upi---ps=vqr---qg

donde u,ve A* y p;,q; son irreducibles, se tiene necesariamente s = ¢, y después de una permutacion
de los mdltiplos, se cumple p; ~ g; paratodo 1<i <s.

3.8.2. Comentario. En la factorizaciéon a = up;--- ps no se supone que entre los p; no hay repeticiones.
Diferentes p; y p; pueden ser asociados.

3.8.3. Ejemplo. Todo cuerpo es trivialmente un dominio de factorizacién tnica: todo elemento no nulo es
invertible y las condiciones de la definicién de arriba son vacias. A

“También se usa el término “anillo factorial”.
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3.8.4. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es un dominio de factorizacién tnica. Por ejemplo, segln la
definicién de arriba, las expresiones

-12=-1.2.2.3=2-(=3)-2

se consideran como la misma factorizacién de —12. En el anillo de los enteros de Gauss Z[i] podemos facto-
rizar
-12=01+)A+)A+)HA+)-3=(-1D-A+)A+)HA-)HA-10)-3.

De nuevo, estas dos factorizaciones se identifican: los elementos irreducibles 1+i e 1 — i son asociados en
Z[i]. Mas adelante veremos que Z[i] es también un dominio de factorizacion tnica.
En el anillo Z[v—-3] tenemos

-12=V-3-v=3-2-2=V-3-V=3-(1+V-3) 1 - V-3).

Estas dos factorizaciones son diferentes: los elementos irreducibles 2 y 1+ /-3 no son asociados entre si. El
anillo Z[v/-3] no es un dominio de factorizacion tnica. A

La factorizacién tinica en Z se conoce como el teorema fundamental de la aritmética y a partir de los
tiempos de Euclides se aceptaba como algo obvio, pero fue demostrado rigurosamente por primera vez por
Gauss. Lo vamos a probar en esta seccion mediante las implicaciones

dom. euclidiano = dom. de ideales principales = dom. de factorizacion tinica
La primera implicacién es el contenido de 3.6.4, y nuestro objetivo serd establecer la segunda.
3.8.5. Ejemplo (&). Definamos un polinomio trigonométrico real como una suma formal finita

fx)=ap+ Y (arcoskx+bysenkx),
1<ksn

donde ay, by € R. Los productos se calculan mediante la distributividad y las férmulas
cos(kx)sen(¢x) = % sen((k+¥¢)x)— % sen((k—2) x),
cos(kx) cos(fx) = % cos((k+0)x)+ % cos((k—2)x),
sen(kx) sen(¢x) = % cos((k—0)x)— % cos((k+£) x).

Digamos que el grado de f es el mayor k tal que a # 0 0 by #0.
1) Se puede comprobar que deg(fg) = deg f + degg.

2) Como consecuencia, si f, g # 0, tenemos fg # 0. Entonces, los polinomios trigonométricos forman un
dominio. Denotémoslo por Trigg.

3) De la misma manera, la férmula para el grado gemuestra que los elementos invertibles en Trigg son
los polinomios trigonométricos no nulos de grado 0.

4) Ademas, todo polinomio trigonométrico de grado 1 es irreducible en Trigg: si degf =1, entonces g| f
implicaque degg=1y g~ f,obiendegg=c#0y g~ 1.

Por lo que acabamos de decir, la identidad
(senx)? = (1+cosx) (1 — cosx)

representa dos diferentes factorizaciones en elementos irreducibles, asi que Trigg no es un dominio de
factorizacién tnica . A

*Este curioso ejemplo viene del articulo [Tro1988].

25



3.8. Dominios de factorizacién tnica Capitulo 3. Aritmética

Caracterizacion de dominios de factorizacion unica

3.8.6. Lema. En un dominio de factorizacion tinica todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. Sea p un elemento irreducible. Ahora si p | ab, entonces tenemos ab = pc para algin c. Con-
sideremos las descomposiciones de a y b en elementos irreducibles:

a:upl...pr, b:yql...qt‘
De la identidad

W pr--prau-qe = pe
podemos concluir que p ~ p; 0 p ~ q; para algun i, j. En particular, p|ao p|b. [ |

3.8.7. Ejemplo. Sea n un entero libre de cuadrados. En general, se sabe lo siguiente.

1) Los anillos Z[i] y Z[v/-2] son dominios de factorizacién tinica; esto sera probado mas adelante.

2) Paratodo n < -3 el anillo Z[ /%] no es un dominio de factorizacién tinica: usando el mismo argumento
de 3.2.6 es facil ver que 2 es un elemento irreducible, pero no es primo.

3) Sin<0yn=1 (mdbd 4), entonces entre los anillos Z[#] los tinicos dominios de factorizacién tnica
corresponden a
n=-3,-7,-11,-19,-43,-67,—-163.

Este resultado esta lejos de ser elemental y se conoce como el teorema de Heegner-Stark (no es tan
dificil probar que para estos n se tiene factorizacion tnica, lo dificil es probar que para ningln otro
n<0,n=1 (mdd 4) en el anillo Z[#] hay factorizacién tnica).

4) Sin>1yn=1 (mdd 4), entonces Z[/n] no es un dominio de factorizacién tinica: de nuevo, 2 es irre-
ducible, pero no es primo, como vimos en 3.6.9. En este caso el anillo mas grande Z # puede o no
puede ser un dominio de factorizacién tnica.

5) Sin>1yn=2,3 (mdd 4), tampoco se sabe cuando en general Z[/n] tiene factorizacion tnica.

La situaciéon completa para n > 1 no se conoce, aunque para cada = fijo se puede hacer un céalculo” que
dira si el anillo correspondiente tiene factorizacién tinica (y en este caso esto equivale a ser un dominio de
ideales principales ). He aqui una pequena tabla donde estan subrayados los anillos que no son dominios
de factorizacién Gnica.

z1v2] z[v3] z114Y5) Z1v6] ZIV7) Z[v10] ZIv11]
pALEEI R ST zZvis) |z zivis ziE) z1vam)
ZIVE) zivzel | zity®) | ziBN zvaL ziy®) | zivEE
zZives |z 713 zv3e oz zvag Z[Va3]
Z[V36) ZIVa7) ZV5L | ziIY®) | zEEl  ziS) | zivEsl
ziv5e  zy®y zven  zi»S) ozl ziven  ziH®
zZv70l  zvi zIB) | zvaa |z |z zZIV78)
zivea | zives | zi®) 71y ziven  zi®) ziven
718 7184 ziv/es)  zin®T) iy 7103 z1v103)

Por ejemplo, en el anillo Z[v/10] el elemento 2 es irreducible: si « | 2, entonces hay tres casos:

*Calculo del grupo de clases. Por ejemplo, el el programa PARI/GP el comando bnfinit(xA2-nr).no devuelve 1 si hay factoriza-
cién Ginica y un nimero > 1 si no hay (en algtn sentido este nimero mide qué tan lejos estamos de tener factorizacion tnica).
“*Esta es una propiedad general del anillo de enteros de un cuerpo de niimeros.
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= N(a)=+1,yluego a € Z[V10]*;
= N(a) =+4,yluego a ~2;

= N(a) = +2. Este caso en realidad no ocurre: si a®> —10b? = +2, entonces a? = +2 (méd 5), pero los cua-
drados médulo 5son 0, 1, y 4.

Sin embargo, 2 no es primo en Z[v/10]: se tiene 2|2-5 = (v/10)?, pero, 21 v/10. Esto demuestra que Z[v/10] no
es un dominio de factorizacion tnica.
Seglin una famosa conjetura de Gauss, hay un niimero infinito de » > 0 tales que el anillo correspondiente

{Z[ﬁ], sin=2,3 (mobd4),

7|22 sin=1 (mod 4)

es un dominio de factorizacion nica. Para mas informacion sobre el tema, consulte el libro [Mak2013]. A

El descubrimiento de anillos que no son dominios de factorizacién tnica fue uno de los sucesos mas
importantes en la matematica del siglo XIX.

3.8.8. Definicion. Sea A un anillo conmutativo. Se dice que una cadena ascendente de ideales
aSapSazcs---cA

se estabiliza si existe ntal que a, =a,1 =api2=---.

3.8.9. Lema. Sean A es un dominio de factorizacion tinica y a, b € A dos elementos no nulos. Consideremos las
factorizaciones en elementos irreducibles

a:upl...pr’ b:vql...qs‘
Si b| a, pero afb, entonces r > s.

Demostracion. Escribamos
a=bc

y sea
C=W(4s+1- "t

la factorizacién de c. Luego,
upl...pr = qul...qsqs+1...qt‘

Tenemos entonces r = ¢ = s. Pero el caso de ¢ = s estd excluido: esto implicaria que a ~ b. [ |

3.8.10. Lema. Si Aesun dominio de factorizacion unica, entonces toda cadena acendente de ideales principales
en A se estabiliza.

Demostracion. Por el lema anterior, si tenemos
(@S (a) S (a) &,

y a tiene n factores irreducibles, entonces a; tiene < n—1 factores irreducibles, a, tiene < n—2 factores irre-
ducibles, etcétera. Si continuamos esta cadena, llegaremos a un elemento que no tiene factores irreducibles
y por ende es invertible y el ideal correspondiente coincide con todo A. [ ]

3.8.11. Lema. Sea A un dominio donde toda cadena acendente de ideales principales se estabiliza. Entonces,

1) todo elemento no nulo y no invertible a € A es divisible por un elemento irreducible;

27



3.8. Dominios de factorizacién tnica Capitulo 3. Aritmética

2) todo elemento a # 0 posee una factorizacion en irreducibles; es decir, puede ser escrito como
a=1u pl cee pn
donde ue A* y p,..., pn € A son elementos irreducibles.

Demostracion. En la parte 1), se a € A un elemento tal que a #0y a¢ A*. Si a es irreducible, no hay nada
que probar. Si a es reducible, entonces podemos escribir a = a; b; donde a; es un divisor no trivial: a; ¢ A* y
a # a. Si a4y es irreducible, la prueba esta terminada. En el caso contrario, podemos escribir a; = a» b, donde
ay ¢ A*y ap # a;. Continuando de esta manera, se obtienen elementos a;, ay, as, ... tales que

ala, @lay, azla, aqlas, ...,
lo que nos da una cadena ascendente de ideales principales
(@) < (a1) S (ap) € (az) S (ag) S~ c A.

Pero por nuestra hipotesis sobre A, en algin momento la cadena se estabiliza, lo que significa que (a,) =
(an+1) para n suficientemente grande; es decir, a, ~ a,+1. Podemos concluir que el proceso siempre termina
y nos da un factor irreducible de a.

La parte 2) se demuestra de manera similar. Si para a # 0 se tiene a € A* o a es irreducible, no hay
que probar nada. En el caso contrario, podemos escribir a = p; a; donde p; es un factor irreducible cuya
existencia fue probada en la parte 1). Luego, si a; € A* 0 a; es irreducible, la prueba esta terminada. En el
caso contrario, escribamos a; = p» a», donde p; es irreducible, etcétera. Notamos que

aila, axla, azlap,
lo que corresponde a una cadena de ideales principales
(@) S (a1) S (az) S (a3) S (ag) & -

En esta cadena ay,, # a,+1: se tiene a, = p,, an+1, asi que ay, | a,+1 implicaria p, ~ 1 que no es el caso. Pero toda
cadena de ideales principales en A se estabiliza por nuestra hipétesis, asi que la construccion debe terminar
por algiin a, € A* 0 a, irreducible. Esto nos da una descomposiciéon

a=piay=p1p2az=--+-=p1- - Pnan. L
Para probar que algo es un dominio de factorizacién tnica nos servira la siguiente caracterizacion.
3.8.12. Teorema. Sea A un dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Aesun dominio de factorizacion tinica;

2) En A se cumple

a) toda cadena ascendente de ideales principales se estabiliza’,
b) todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. La implicacion 1) = 2) fue probada en 3.8.6 y 3.8.10.
Para la implicacién 2) = 1), notamos que hemos probado en 3.8.11 que la condicién a) implica existencia
de factorizaciones, y falta solo probar su unicidad. Consideremos entonces dos factorizaciones

a:upl...ps:l/ql...qt

*Para los especialistas: esta condicién es menos fuerte que estabilizacién de cualquier cadena de ideales. Por ejemplo, en el anillo
k[X1, X2, X3,...] de polinomios en un nimero infinito de variables la cadena (X;) c (X1, X») < (X1, X2, X3) = --- no se estabiliza, pero toda
cadena de ideales principales (f1) < (f2) < (f3) <--- si se estabiliza. Este anillo es un dominio de factorizacion tnica.
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Sin pérdida de generalidad, asumamos que s < ¢ y procedamos por induccién sobre s.
Si s =0, no hay que probar nada: u = vq; ---q, para ¢ > 0 implica que q;---q; = uv™"' es invertible, pero
luego todo g; es invertible, 1o que no es el caso, puesto que los g; son primos. Entonces, ¢ =0.
Asumamos que el resultado es cierto para s —1 factores. Consideremos la igualdad
upr--ps=vdqi--(qs.

Dado que ps es primo y ps | vq; -+~ g;, tenemos p; | g; para algin 1 < i < t (notamos que p;, siendo primo, no
puede dividir al elemento invertible v). Después de una renumeracion de los maltiplos, podemos asumir que
ps | q:. Pero g, es también primo, asi que p; ~ q;; es decir, ps = w q, para algin w € A*. Ahora en la identidad

upr--ps1 (Wq) =vqi---qe-19:

podemos cancelar g, y obtener
uwpy---ps-1=0vq1---qg-1.

Por la hipétesis de induccién, se tiene s—1=t-1y p; ~ g; paratodo 1 < i < s—1, después de una permutaciéon
de los maltiplos. [ ]

Note que en nuestros ejemplos de anillos que no son dominios de factorizacién tinica, la condicién que
falla es b).

Factorizacion unica en dominios de ideales principales

3.8.13. Lema. Si A es un dominio de ideales principales, entonces toda cadena ascendente de ideales en A se
estabiliza.

Demostracion. Para una cadena de ideales

la unién

a:=an
n=1

es también un ideal, pero por la hipdtesis sobre A es principal: se tiene a = (x) para algin x € A. Luego, x € a,,
paraalginny
Up =0Opsl =Opp2 = =0 u

3.8.14. Corolario. Todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion tinica.

Demostracion. Las condiciones a) y b) del teorema fueron comprobadas para dominios de ideales principales
en 3.8.13y3.6.6. [ ]

3.8.15. Corolario. Todo dominio euclidiano es un dominio de factorizacién tinica.
3.8.16. Corolario. Para todo cuerpo k el anillo de polinomios k[X] es un dominio de factorizacion tinica.

3.8.17. Comentario. Para algoritmos de factorizacion en los anillos de polinomios F,[X] y Q[X], véase por
ejemplo el libro [Coh1993].

3.8.18. Comentario. Hay muchos ejemplos de dominios de factorizacion tinica que no son dominios de
ideales principales, como el anillo de polinomios con coeficientes enteros Z[X] (donde el ideal (2, X) no es
principal) o el anillo de polinomios en n variables k[Xj,..., X,] (donde el ideal (X;,..., X,) no es principal).
Vamos a probar la factorizacién inica en estos anillos mas adelante en el capitulo 5.
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3.9 Primos de Gauss

Ya sabemos que los enteros de Gauss Z[i] forman un dominio euclidiano, y entonces un dominio de
factorizacién tinica. Ahora vamos a describir los elementos primos (irreducibles) en Z[i]. Para encontrarlos,
hay que factorizar los enteros primos p =2,3,5,7,11,... en Z[i].

3.9.1. Observacién. Si para un elemento n = a+ bi € Z[i] la norma N(x) = a®> + b> = p es un niimero entero
primo, entonces 7 es un elemento primo en Z[i].

Demostracion. Supongamos que 7 = xy. Luego, N () = N(x) N(y). Pero ya que N(x) es primo, tenemos nece-
sariamente N(x) =10 N(y) = 1. En el primer caso = ~ y, mientras que en el segundo caso 7 ~ x. |

3.9.2. Ejemplo. Los nimeros 1+ i, 1 +2i, 2+ 3i son primos en Z[i]. A

3.9.3. Observacion. Sea m un primo en Z[i]. Entonces, n | p donde p es un ntimero entero primo.

Demostracion. Tenemos n | N(n) := n 7. Luego, N(x) > 1, ya que 7 no es nulo y no invertible, y N(w) = p1 - py,
asi que 7 | p; para algun ;. [ |

Entonces, para obtener los primos en Z[i], hay que factorizar los primos enteros 2,3,5,7,11,...

3.9.4. Ejemplo. Tenemos las siguientes factorizaciones en Z[i]:

2=—i-(1+1)?
3=3,
5=(1+2i)(1-2i),
7=7,

11=11,

13=(2+3i)(2-3i0),
A

3.9.5. Comentario (&). Notamos que los primos enteros como p =5 y 13 se vuelven productos de dos
diferentes primos en Z[i]. Se dice que estos p se escinden en Z[i]. Por otro lado, los primos enteros como
p =3,7,11 permanecen primos en Z[i], y se dice que estos p son inertes. El primo 2 es excepcional: en su
factorizacién en Z[i] aparece el cuadrado (1 + i)?, y por esto se dice que 2 se ramifica.

3.9.6. Teorema (~ Teorema de los dos cuadrados de Fermat). Para un primo p € Z las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1) p es compuesto en Z[i],
2) p puede ser escrito como una suma de dos cuadrados a? + b?,
3) p=20p=1 (mbd 4).
En este caso p es un producto de dos primos conjugados en Z[i].
Antes de probar el teorema, necesitamos un lema.

3.9.7. Lema (Lagrange). Si p es un primo enteroy p=1 (méd 4), entonces p | (a*> + 1) para algiin a€ Z.

Demostracién. La primera ley suplementaria de reciprocidad cuadratica’ nos dice que —1 es un cuadrado
modulo un primo impar p siysolosi p=1 (méd 4):

(—1) 1
—|=¢D7.
p

Para -1 ser un cuadrado médulo p significa que a®> +1=0 (méd p) para algin a. ]

*Véanse por ejemplo mis apuntes http://cadadr.org/san-salvador/2018-cp-tne/reciprocidad-cuadratica.pdf
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3.9.8. Ejemplo. Tenemos

5=2%+1,
13126 =5%+1,
17=4*+1,
291145=122+1,
37=6%+1,
41182=92+1. A

Demostracion del teorema. Para ver que 1) implica 2), notamos que si p = xy, donde x e y no son invertibles,
entonces p? = N(x) N(y), asi que N(x) = N(y) = p y en particular x e y son primos. Si x = a + bi, entonces

p=N(x) =xX=a’+Db°.

Para ver que 2) implica 3), notamos que si p = a® + b?, entonces, puesto que los cuadrados médulo 4 son
0y 1, tenemos necesariamente p=20 p=1 (méd 4).

En fin, para la implicacién entre 3) y 1), notamos que si p =1 (méd 4), entonces por el lema de Lagrange,
p|(a®+1) para algln a € Z. Luego,

plla-i)(a+i),

aunque p1t(a+1i), asi que p es compuesto en Z[i]. El caso de p = 2 es excepcional:
2=(1+0)(1-i). u

3.9.9. Comentario (&). Para otra prueba del teorema de arriba y también el teorema de los cuatro cuadrados,
véanse mis apuntes

http://cadadr.org/san-salvador/2018-03-cuadrados/cuadrados.pdf

Podemos concluir que los primos en Z[i] son de dos tipos:

1) primos enteros p tales que p =3 (mdd 4);
2) elementos 7 € Z[i] tales que la norma N() es un primo entero py p=20 p=1 (mdd 4).
Tenemos la siguiente lista de los primos en Z[i], excluyendo los primos asociados:

1+i, 3, 2+i, 7, 11, 2+3i, 1+4i, 19,
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Figura 3.7: Los primos de Gauss en el plano complejo
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3.10 Valuaciones p-adicas

Sea A un dominio de factorizacién tnica. Todo elemento no nulo a € A esta definido, salvo un maltiplo
invertible, por sus factores primos. Es conveniente juntar factores repetidos y escribir a como u pfl <o phn
donde los p; son primos no asociados entre si (es decir, p; # p; para i # j). El exponente k de un factor primo
p se llama la valuacién p-adica de a.

3.10.1. Definicion. Sea p € A un elemento primo. Para un elemento a € A, a # 0 definamos
vp(a) := max{k | Pk lay

y para el elemento nulo pongamos
v (0) = 0.

El nimero v, (a) se llama la valuacién p-adica de a.

En otras palabras, para un elemento no nulo se tiene v,(a) = n precisamente cuando se puede escribir
a=p"ad,donde pt{a'. La factorizacién tinica en A significa que para todo a # 0 se cumple

a~ H pvP (a))
p
donde el producto es sobre las clases de equivalencia de los elementos primos médulo la relacion ~. Notamos

que en realidad este producto es finito, puesto que v,(a) = 0 para todo p, salvo un numero finito.

3.10.2. Ejemplo. Tenemos
12(60) =2, wv3(60)=1, wv5(60)=1

Yy v, (60) =0 para p #2,3,5. A
3.10.3. Ejemplo. En el anillo Z[i] tenemos
60=2%2.3.5=—(1+0*3-(1+2i)-(1-20),

asi que
V14i(60) =4, v3(60)=1, v142;(60)=1, v72;(60)=1
Y v;(60) = 0 para otros primos. A

3.10.4. Proposicion. La valuacion p-ddica satisface las siguientes propiedades.
V1) vp(a) =oco siy solamente si a = 0.
V2) vy(ab) = vy(a) + vy(b).
V3) vp(a+b) =z min{v,(a), v, (D)}

Demostracion. La parte V1) hace parte de la definicion. Para la parte V2), si a =0 o b = 0, la igualdad es
evidente. Ahora si ay b no son nulosy v,(a) = mYy vy,(b) = n, esto significa que
a:pm(l/, bzpnb’,
donde pta'y pt¥'. Luego,
ab — pm+n a/b/,

donde p {a'b’, asi que v,(ab) = m+ n. De la misma manera, la parte V3) es evidente cuando a=00 b =0.
Para a e b no nulos, de nuevo podemos asumir que v,(a) = my v,(b) = n, donde sin pérdida de generalidad
m < n. Luego,

a+b=pmad +p"b' =pT@d+p" "),

entonces p™ | (a+b) y por ende v,(a+b) = m. [ |
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3.10.5. Observacion. Siue A*, entonces v,(u) =0y v,(ua) = a para todo a € A. En particular, v,(-a) = v,(a)
para todo a € A.

Demostracion. Estas propiedades se siguen de la definicién de v, pero podemos deducirlas de las propie-
dades V1), V2), V3). Primero, tenemos

vp(1) = vp(1-1) = vp(1) + vp(1),
asi que v, (1) = 0. Luego, si u € A*, entonces
vp(w) + vp(u™) = vy(uu) =v,1) =0,
de donde v, (u) =0, puesto que vy (u), vp(u) = 0. En fin,
vp(ua) = vp(u) + vp(a) =0+ vy(a) = vy(a). |
Nos conviene extender las valuaciones p-adicas al cuerpo de fracciones de A.

3.10.6. Definicion. Sean A un dominio de factorizacién tinica, p € A un elemento primo y Frac A el cuerpo
de fracciones de A (véase el capitulo 1). Para { € Frac A definamos la valuacion p-adica sobre Frac A mediante

Up (%) = vp(a) - vp(b).

Hay que verificar que esta definicion tiene sentido: si § = Z—,’, entonces ab’ = a'b. Luego,
vp(a) +vp(b') = vp(a) + vp(b);

es decir,
vp(a) — vp(b) = vy(d) — vp(D).

Esto significa que

wl5)=0(5)

Notamos que para toda fraccién no nula se tiene
% _ l;[pup(a/b),
donde el producto se toma sobre todos los primos en A salvo la relacién ~, y la igualdad se entiende salvo
un multiplo ue A*.
3.10.7. Ejemplo. Paraa= 1 = 52—13 se tiene
=1, v@=1, vpra=-1,

y vp(a) = 0 para otros p. A
3.10.8. Observacion. La valuacion p-ddica sobre Frac A satisface las mismas propiedades:

V1) vp (%) =oosiysolamente si & =9.

V2) vp(§ ) =vp(5)+vp(3)-

V3) vp(§+g)zmin{v, (§), vp (2} a

La desigualdad v, (a + b) = min{v,(a), v,(b)} puede ser mejorada de la siguiente manera.
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3.10.9. Observacion. Para cualesquiera a,b € A, si v,(a) # vy (D), entonces
vp(a+ b) =min{vy,(a), vy(b)}.

7 7 a ¢ 7 a C
De la misma manera, para cualesquiera %, € Frac A, si v, (%) # v, (§), entonces

(€)= (2). 05

Demostracion. La propiedad en cuestion sigue formalmente de las propiedades V1), V2), V3). Asumamos
que se cumple la desigualdad estricta

vp(a+ b) >min{vy(a), vy(b)}.
Entonces, tenemos
vp(a) = vp(a+b-b) zmin{v,(a+b), vy (b)} = vy(b)

y de la misma manera
vp(b) = vpla+b—a)zmin{vy(a+b), vy(a)} = vy(a). u

3.10.10. Comentario. Por induccién, de la Giltima observacion se sigue que si a = a; +---+ a, y existe i =
1,...,ntal que vy(a;) < vp(a;) parai# j, entonces v,(a) = vy(a;).

3.10.11. Observacion. Recordemos que A se identifica con el subanillo de Frac A formado por las fracciones {,
donde a € A. Se tiene
A= {Z € FracA ‘ v (2) > 0 para todo primo p},
b v

donde se consideran todos los primos en A salvo la relacién ~ y

A* = {% € FracA‘ Up (%) =0 para todo primo p}.

Demostracién. Tenemos § =], p?r@P) salvo un maltiplo u € A%, asi que si v, (%) = 0 para todo p, se tiene
. ! 7
% € A (es decir, { = - para algin a’ € A). [ ]

3.10.12. Observacion. En todo dominio de factorizacion tinica existen los mcm y mcd y estos pueden ser calcu-
lados como
med(a, b) = [ p™™p@ v ®} - mem(a, b) = ] pm@ve@vp 0
p p

3.10.13. Comentario. Las formulas de la tiltima proposicién no se usan en calculos practicos: normalmente
es mucho mads facil calcular el med(a, b) y mem(a, b) que obtener las factorizaciones de a'y b (es decir, calcular
todas las valuaciones v, (a) y v, (D).
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3.11 Ejercicios

Ejercicio 3.1. Sea p un numero primo. Para el anillo Z ;) := {% a,beZ, pt b} definamos

v,,(%)::méx{k | pkla}, vp(0) := +oo.

1) Demuestre que para cualesquiera x, y € Z) se cumple
Vp(xy) = vp(x) + vp(y).
2) Demuestre que todo elemento no nulo x € Z(,) puede ser escrito como up” donde u e Z(Xp) y n=vp(x).

3) Demuestre que todo elemento irreducible en 7, estd asociado con p.

Ejercicio 32 Sea k un cuerpo. Consideremos el anillo de las series de potencias k[[X]]. Definamos para
f=Yis0a; X' € k[[X]]
v(f):=min{i|a; #0}, v(0):=+o0

(recuerde el primer ejercicio de la hoja 4).
1) Demuestre que toda serie no nula f € k[[X]] puede ser escrita como g X" donde g € k[ X]1* vy n = v(f).

2) Demuestre que todo elemento irreducible en k[[X]] estd asociado con X.

Ejercicio 3.3. Sea n < -3 un entero negativo libre de cuadrados. Usando la norma, demuestre que los ni-
meros 2y 1+ /n son irreducibles en el anillo Z[/n]

Ejercicio 3.4. Sea n < -3 un entero negativo libre de cuadrados. Demuestre que 2 no es primo en Z[/n].
Sugerencia: note que si n es par, entonces 2 | (v/n)?, y si n es impar, entonces 2| (1+/n) (1 -v/n).

Ejercicio 3.5. Sea n#1 un entero libre de cuadrados. Consideremos el anillo Z[/n] con la norma
N(a+byn):=a*-nb*eZ.
Demuestre que si N(a) = £2,+3,+5,+7,... €s un ndmero primo, entonces «a es irreducible en Z[/n].

Ejercicio 3.6. Determine cudles de los nimeros
3+2V5, 4+2V5, 2-V5  7+3V5

son irreducibles en el anillo Z[v/5].

Ejercicio 3.7. Demuestre que en el anillo Z[v/3] no existe un elemento invertible a tal que 1 < a <2+ v/3.
Encuentre los elementos invertibles en Z[v/3].

Ejercicio 3.8. Sea k un cuerpo. Demuestre que un polinomio f es irreducible en el anillo k[X] si y solo si f
no es constante y f no se puede escribir como f = gh con degg,degh < deg f.

Ejercicio 3.9. Encuentre los polinomios irreducibles en el anillo C[X].

Ejercicio 3.10. Sean k un cuerpoy f € k[X] un polinomio de grado 2 o 3. Demuestre que f es irreducible si
y solo si f no tiene raices en k.

Ejercicio 3.11. Consideremos el polinomio
F=X3+X+1€k[X].

Determine para cuales cuerpos k entre R,C,F»,F3,F5 este polinomio es irreducible.
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Ejercicio 3.12. Demuestre que el polinomio
fi=X?-2X-2€F,[X]
es irreducible siy solo si p = +5 (méd 12).

Ejercicio 3.13. Encuentre todos los polinomios moénicos irreducibles de grado 2y 3 en el anillo F,[X] para
p=23.

Ejercicio 3.14 (Hendrik Lenstra). Sean f, g € F5[X] dos polinomios tales que deg f =3, degg =2y

fg=u[] X-a

aclFs

para algin u € F}. Demuestre que el polinomio cibico f + g es irreducible en F5[X]. ;Cuantos pares de poli-
nomios (f, g) tienen la propiedad de arriba? ;Cuantos polinomios ctibicos irreducibles hay en F3[X]?

Ejercicio 3.15. Para algiin cuerpo k encuentre un polinomio de grado 4 en k[X] que no tiene raices en k
pero es reducible.

Ejercicio 3.16. Demuestre que Z[v/-2] es un dominio euclidiano respecto a la norma habitual
N(a+bV=-2):=(a+bV-2)(a—bV-2) = a* +21°.
Ejercicio 3.17. Demuestre que Z[v2] es un dominio euclidiano respecto a la norma
8(a+bv2):=|N(a+bV2)| =|a*-2°|.
Ejercicio 3.18. Consideremos el anillo de los enteros de Gauss Z[i].

1) Encuentre algunos «, § € Z[i] tales que a:= (1+1i) = {ma +np | m,n € 7}, donde (1 + i) denota el ideal
principal en Z[i] generado por 1+ i.

2) La misma pregunta para el ideal principal b = (1 +2i).
3) Dibuje los elementos de a 'y b en el plano complejo.
Ejercicio 3.19. Calcule mcd(a, 8) y mecm(a, )
1) para a=9+13i, B=8+6i en Z][i],
2) para a=8+5v2, f=6+5V2en Z[V2].
Ejercicio 3.20. Calcule mcm(4 +v/2,2+3v/2) en el anillo Z[v2].
Ejercicio 3.21. Calcule el mcd(X®+ X*+ X3 +2X +2, X>+ X?2+2X +1) en Q[X] y en F3[X].

Ejercicio 3.22. Demuestre que el ideal a = (3,2 + v/—5) no es principal en el anillo Z[v/-5].
Sugerencia: supongamos que a = («) para algtin a € Z[v/-5]. En particular, existen 8,y € Z[v/-5] tales que 3 = a8
y 2+ /=5 = ay. Analice las normas N(a+ bv/-5) = a*> +5b? y obtenga una contradiccion.

Ejercicio 3.23. Para n=1,2,3,4,... consideremos el anillo

z[%] ::{% a€z, k=0,1,2,3,.}.

Demuestre que todo ideal en Z[%] es principal, generado por ¢ para algin a € Z.
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Ejercicio 3.24 (Norma de Dedekind). Sea A un dominio. Asumamos que existe una funcién §: A\ {0} — N
que satisface la siguiente propiedad: para cualesquiera x,y € A\ {0}, si x1 y, entonces existen a,b € A tales
que

ax+by#0, d(ax+by)<d(x).

Demuestre que A es un dominio de ideales principales.
Ejercicio 3.25. Sea A un anillo conmutativo.
1) Demuestre que si a; < A es una familia de ideales en A, entonces N;c;a; es un ideal en A.

2) Demuestre que si a; Sap Sag<---< A es una cadena de ideales en A, entonces U;c;a; es un ideal en A.

Ejercicio 3.26. Sean X un conjunto y A un anillo conmutativo. Recordamos que las aplicaciones f: X — A
forman un anillo conmutativo Fun(X, A) respecto a las operaciones punto por punto. Para un subconjunto
Z < X sea I(Z) el conjunto de las aplicaciones que se anulan en Z:

I(Z):={f: X— A| f(x) =0 para todo x € Z}.
Demuestre que este es un ideal en Fun(X, A).

Ejercicio 3.27 (Euclides). Sea A un dominio de factorizacién tinica que no es un cuerpo y que tiene un
nuamero finito de elementos invertibles A*. En este ejercicio vamos a probar que en A hay un ndmero infinito
de elementos primos no asociados entre si.

0) Asumamos que py,..., ps son todos los primos no asociados entre si en A.

1) Demuestre que para algtin n=1,2,3,... se tiene

(p1--ps)"+1¢ A,

2) Demuestre que (p;--- ps)™ +1 no es divisible por ningiin primo entre p;,..., p;. Esto nos da una contra-
diccién: un elemento no nulo y no invertible que no es divisible por ningtn primo.

Ejercicio 3.28. Demuestre que si k es un cuerpo finito, entonces hay un ntimero infinito de polinomios
irreducibles f € k[X].
Sugerencia: use el ejercicio anterior.

Ejercicio 3.29. Exprese el nimero 420 como un producto up{Cl ... pXs en z[i], donde u € Z[i]* y p,..., ps son
primos de Gauss no asociados entre si.

Ejercicio 3.30. Demuestre que en un dominio de factorizacién tinica A, si med(a, b) =1y ab = c* para algtin
ce Ay k=1,2,3,..., entonces existen a',b’ € A tales que a ~ a’* y b ~ b'’*.

Ejercicio 3.31. En el anillo Z[v/-7] consideremos los nimeros a =1++v-7y f=1-+v-7.
1) Demuestre que mcd(a, B) = 1.
2) Demuestre que af es un cubo, pero a y f no son asociados con cubos en Z[v/~7].
Ejercicio 3.32. Asumamos que a, b, c son niimeros enteros positivos tales que
a’+b* =c?
y mcd(a, b) = 1. En este caso se dice que (a, b, ¢) es una terna pitagorica primitiva.

1) Demuestre que uno de los nimeros a y b debe ser impar y el otro debe ser par.
Asumamos que a es impar y b es par.
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2) Usando el ejercicio 3.30, demuestre que existen nimeros enteros u, v tales que
a+bi=(u+vi)?* enZzlil,

y entonces
a= uz—vz, b=2uv.

Ejercicio 3.33. Sea p=2,3,5,7,... un ndmero primo y k = 1,2,3,4,... Demuestre que
pF
vp (( ; )) =k-vy(n) paratodon=1,2,...,p"
Sugerencia: calcule las valuaciones p-ddicas de ambos lados de la identidad
pk
n!( . ) =p*pF -1 pF-2)---(p*F-n+1.

Note que v, (p* — a) = v,(a) para todo a=1,2,..., p* - 1.

Ejercicio 3.34 (Férmula de Legendre). Demuestre que para todo primo p y todo nimero natural » se tiene

vp(nl) = ZLn/piJ.

i1
En particular, calcule v,(100!).

Ejercicio 3.35 (Normas p-adicas). Sea R un dominio de factorizacién nicay p € R un elemento primo.
Fijemos un nimero real 0 < p <1y pongamos para todo x € R

|x1p 1= p"7.
Demuestre que |- |, cumple las siguientes propiedades.

N1) |x|, =0siysolosix=0.

N2) [xylp = 1xlp-|ylp.

N3) [x+ yl, <max{|x|,,|ylp}, y se cumple la igualdad si |x|, # | yl,.
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