Capitulo 4
Homomorfismos de anillos

Les mathématiciens n’étudient pas des objets, mais
des relations entre les objets.

Poincaré

En dlgebra normalmente no se estudian anillos por separado, sino las relaciones entre diferentes anillos.
Para relacionar dos anillos sirve la nocién de homomorfismo.

4.1 Homomorfismos

4.1.1. Definicion. Se dice que una aplicacion entre dos anillos ¢: A — B es un homomorfismo si se cumplen
las siguientes condiciones:

1) se preservan las sumas: ¢(x + y) = ¢p(x) + ¢(y) para cualesquiera x, y € A;

2) se preserva la identidad: ¢(14) = 15;

3) se preservan los productos: ¢(xy) = ¢(x) ¢(y) para cualesquiera x, y € A.
4.1.2. Ejemplo. Para todo anillo A existe un inico homomorfismo A — 0 al anillo nulo. A
4.1.3. Ejemplo. Si Ac B es un subanillo, entonces la inclusién :: A— B es un homomorfismo. A

4.1.4. Ejemplo. Sean A un dominio y Frac A su cuerpo de fracciones. Aunque antes estabamos identifican-
do A con el subanillo de Frac A formado por las fracciones ¢, seria mas correcto decir que se trata de un
homomorfismo inyectivo

a
i: A FracA, a- . A
4.1.5. Ejemplo. Para un cuerpo k tenemos una cadena de homomorfismos inyectivos
k— k[X] <= kl[X]] — k(X),

donde k[X] es el anillo de polinomios, k[[X]] es el anillo de las series de potencias y k(X)) es el cuerpo de las
series de Laurent. A
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4.1.6. Ejemplo. La conjugacién compleja

X+yi—x+yii=x-yi
es un homomorfismo C — C. A
4.1.7. Ejemplo. La proyeccién candnica

Z—~7InZ, a~ laly

es un homomorfismo de anillos. De hecho, Z/nZ es un ejemplo de anillo cociente que vamos a introducir
en la siguiente seccion. A

4.1.8. Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo. Para ¢ = (cy,...,c,) donde ¢; € A tenemos el homomorfismo
de evaluacion

eve: AlXy,..., Xul — A,

i i ) i i
=Y ai.i,X," X' flen,...cn)= Y ai, i, ¢ c A

I1yeeey in=0 i1yeey i,=0

4.1.9. Observacion. Si ¢: A— By y: B — C son dos homomorfismos de anillos, entonces su composicion
wo¢p: A— C es también un homomorfismo. O

4.1.10. Observacion. Sea ¢: A— B un homomorfismo de anillos. Se cumplen las siguientes propiedades.
0) ¢(04)=0g,
1) ¢(—x) =—¢(x) para todo x € A,

2) para todo x invertible en A el elemento ¢(x) es invertible en By se cumple ¢(x™1) = ¢p(x) 7.

T g
[
A—— B

Demostracion. En la parte 0), basta notar que
$04) =04 +04) =04) +¢p(04),
asi que ¢(04) = 0p por la cancelacion. En la parte 1), notamos que
P(x) + p(=x) = Pp(x+ (=x)) = p(04) =0p.
En fin, la parte 2) es un analogo multiplicativo de 1) y se demuestra de la misma manera:
PP =pT 0 =g =15, GG =Ppxx™) = P(14) = 1. u

4.1.11. Ejemplo. Para todo anillo A existe un Gnico homomorfismo ¢: Z — A desde el anillo de los enteros.
En efecto, por la definicion, ¢(1) =14, y luego para todo n € Z se tiene necesariamente

la+---4+1y, n>0,
————
n
¢p(n) =% —(1a+---+1,4), n<O0, A
N—— ———
—n
0, $=0.
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4.1.12. Definicion. Se dice que un homomorfismo de anillos ¢: A — B es un isomorfismo si existe un
homomorfismo ¢~': B— Atal que ¢~ lop=ids y o' =idp.
Cuando entre dos anillos Ay B existe un isomorfismo, se dice que Ay B son isomorfos y se escribe A= B.
Un isomorfismo ¢: A — A se llama un automorfismo de A.

Por supuesto, todo anillo A es isomorfo a si mismo: la aplicacién identidad id: A — A es un automorfismo.
Sin embargo, en muchos casos hay automorfismos distintos de id y el estudio de automorfismos es muy
importante en algebra.

4.1.13. Ejemplo. La conjugacién compleja o: C — C es un automorfismo de C: se tiene o oo =id. A
4.1.14. Observacioén. Todo homomorfismo de anillos ¢: A— B es un isomorfismo si y solamente si es biyectivo.

Demostracién. Si ¢ es un isomorfismo, entonces ¢ admite el homomorfismo inverso ¢~': B — A, asi que es
una biyeccién.

Viceversa, supongamos que ¢ es un homomorfismo biyectivo. En este caso existe una aplicacién inversa
¢~': B— Ayhay que comprobar que es un homomorfismo de anillos. Dado que ¢(14) = 15, tenemos ¢! (1) =
14. Luego, para x,y€ B

o7 N =97 (9007 0 9097 1) =97 (907 9T ) =4 -0 ).

Con el mismo truco se demuestra que ¢! (x+y) = ¢~ (x) + P~ (). ]
4.1.15. Observacion (Imagen y preimagen). Sea ¢: A— B un homomorfismo de anillos.

1) Laimagen ¢(A):={p(x) | x € A} es un subanillo de B.

2) Si B’ < B es un subanillo, entonces su preimagen

¢ (B :={xe Al p(x) e B}
es un subanillo de A. a

4.1.16. Observacion. Sea ¢: A— B un homomorfismo de anillos conmutativos.

1) Sibc B es unideal, entonces ¢~'(b) es un ideal en A.

2) Si ¢ es sobreyectivoy a < A es un ideal, entonces ¢(a) es un ideal en B. 0O

4.1.17. Comentario. Si ¢: A— B es un homomorfismo que no es sobreyectivo, entonces ¢(a) no tiene por
qué ser un ideal en B. Considere por ejemplo la inclusién i: Z — Q. Note que Z no es un ideal en @, sino un
subanillo. Cualquier otro ideal (n) c Z para n=2,3,4,5,... tampoco serd un ideal en Q

Un ejemplo importante de ideales es el nicleo de un homomorfismo de anillos.
4.1.18. Observacion. Sea ¢: A— B un homomorfismo de anillos conmutativos. Entonces, el conjunto
ker¢p:={xe A|p(x) =0}
es un ideal en A, llamado el niicleo de ¢. O

4.1.19. Ejemplo. Consideremos el homomorfismo
¢: QX]—-C, f— f((3),

donde {3 =e*"3=-1+ ‘/7§ i. El anillo Q[X] es un dominio de ideales principales, lo que implica que ker¢ = (g)
para algiin polinomio g € Q[X]. Notamos que {3 +{3+1 =0, asi que X?+ X +1 € ker¢. Luego, (X*+ X +1) < (g),
lo que significa que g | (X?+ X +1). Pero el polinomio X? + X +1 es irreducible en Q[X]: sus raices son {3 y (5.
Podemos concluir que g ~ X2+ X + 1y ker¢p = (X? + X +1). A
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4.2. Anillos cociente Capitulo 4. Homomorfismos de anillos

4.1.20. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Consideremos el homomorfismo
¢: k[X1,... X =k, f— f(0,...,0).
Su ntcleo consiste en los polinomios con el término constante nulo. Se ve que
kerp=(Xy,... Xp)={iXa+ -+ fuXul fi,-.., fn€klXy,..., Xnl}. A
4.1.21. Observacion. Un homomorfismo de anillos ¢: A— B es inyectivo si y solo si ker¢ = 0.
Demostracion. Tenemos para cualesquiera x,y € A
() =dp(y) <= P(x)—p(y) =0 < Pp(x—y) =0. [ ]

4.1.22. Observacion. Sea k un cuerpo y A un anillo no nulo. Entonces, todo homomorfismo ¢: k — A es inyec-
tivo.

Primera demostracién. Todo elemento no nulo x € k es invertible, pero luego ¢(x) es invertible en A, lo que
implica ¢(x) # 0. Entonces, ker¢ = 0. [ |

Segunda demostracién. En un cuerpo k los tinicos ideales son 0y k. Si A # 0, entonces ¢(1) =1#£0Vy 1¢ker¢.
Podemos concluir que ker¢ = 0. [ |

(Ambos argumentos de arriba son esencialmente idénticos, pero el segundo suena mas sofisticado.)

4.2 Anillos cociente

4.2.1. Observacion. Sea A un anillo conmutativo y sea a < A un ideal. Consideremos la relacién
x=y (méda) < x-yea.
Esta es una relacion de equivalencia sobre los elementos de A. O

Denotemos el cociente de A por la relacién de equivalencia de arriba por A/a. La clase de equivalencia
de x € A serd denotada por
x={b|lx—-bea}.

Notamos que x consiste precisamente en los elementos de la forma x + a, donde a € a, y por este motivo a
veces en lugar de ¥ se escribe “x+ a”, pero no vamos a usar esta notacién cuando el ideal a esta claro desde
el contexto.

4.2.2. Definicién. Para un anillo conmutativo A y un ideal a < A el anillo cociente correspondiente es el
conjunto de las clases de equivalencia A/a con las operaciones

X+y:=x+y, X-y:=Xxy.

Hay que verificar que el producto y la suma estdn bien definidos y no dependen de la eleccién de re-
presentantes de clases de equivalencia. Supongamos que y = y' (mdéd a); es decir, que y -y’ € a. Luego,
(x+y)— (x+y" € a, lo que significa que x+ y = x+ ) (mé6d a). De la misma manera, para los productos
xy—-xy =x(y—y)ea,yporende xy=xy (méd a).

4.2.3. Observacion. EI cociente A/a con las operaciones de arriba es un anillo conmutativo. El cero es la clase
de equivalencia 0, mientras que la identidad es la clase de equivalencia 1. O

Notamos que x=0en A/asiysolosixea.
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4.2.4. Observacion. Si A es un anillo conmutativoy a € A es un ideal, entonces la proyeccion sobre el cociente
n: A— Ala, x—X
es un homomorfismo de anillos. O

4.2.5. Ejemplo. En todo anillo A hay dos ideales evidentes: a =0 e a = A. Para el ideal nulo, la relaciéon de
equivalencia es trivial: x = y significa que x = y. Por este motivo el cociente A/0 puede ser identificado con
el mismo A; es decir, A/0 = A. Para el ideal A, se tiene x = y para cualesquiera x, y € A, asi que el cociente
Al A consiste en un elemento y es el anillo nulo: A/A=0. A

4.2.6. Ejemplo. El cociente del anillo Z por el ideal (n) =: nZ generado por n es el anillo Z/nZ de los restos
modulo n. A

4.2.7. Ejemplo. Sean k un cuerpo y f € k[x] un polinomio con coeficientes en k. Usando la divisiéon con
resto, cualesquiera g1, g» € k[x] se pueden escribir como

gi=qif+r, g=qf+r, donde degr;,degr, <degf.

De aqui se ve que g; = g» (méd f) si'y solamente si r; = r». Entonces, los distintos elementos en el cociente
klx1/(f) se representan por los polinomios de grado < deg f:

An X" Yva, o X" 2+ +ay X+ay, aick, n=degf. A

4.2.8. Ejemplo. Tenemos R[X]/(X?+1) = C. En efecto, los elementos de R[X]/(X? + 1) pueden ser represen-
tados por los polinomios de la forma b X + a, donde a, b € R. Luego,

(bX+a)(dX+c)=bdX*+(bc+ad) X +ac=(ac—bd)+ (bc+ad) X (méd X% +1).
Esta férmula corresponde a la multiplicacion compleja, y se verifica que se tiene un isomorfismo

RIX]/(X2+1) = C
bX+a— a+bi. A

4.2.9. Ejemplo (El cuerpo de cuatro elementos). Calculemos F,[X]/(X2+X+1). Los elementos del cociente
pueden ser representados por los polinomios de grado <1 en F,[X]:

0, 1, X, X+1.

La tabla de adicion y multiplicacion correspondiente viene dada por

+ 0 1 X X+1 0 1 X X+1
0 0 1 X X+1 0 0 0 0 0
1 1 0 X+1 X 1 0 1 X X+1
X X X+1 0 1 X 0 X X+1 1
X+1 | X+1 X 1 0 X+1 0 X+1 1 X

Notamos que X '=X+1 y F2[X]/(X? + X +1) es un cuerpo de cuatro elementos. Todos los cuerpos finitos
pueden ser construidos de esta manera. Por ejemplo, el lector puede verificar que F3[X]/(X?+1) es un cuerpo
de 9 elementos. A
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Los dltimos dos ejemplos tienen algo en comun: R[X] y F»[X] son dominios de ideales principales y los
polinomios X? + 1y X? + X + 1 son irreducibles en R[X] y F,[X] respectivamente.

4.2.10. Proposicion. Sea A un anillo conmutativo 'y p € A un elemento primo.
1) El anillo cociente Al(p) es un dominio.
2) Si A es un dominio de ideales principales, entonces A/(p) es un cuerpo.

Demostracion. Enla parte 1), tenemos p ¢ A*,y por ende A/(p) # 0. Luego, para cualesquiera x, y € A se tiene

plxy=plxoply
pero esto implica que para cualesquiera X,y € A/(p) se tiene
Xy=0=x=00y=0.

En la parte 2), sea x € A/(p) un elemento no nulo; es decir, un elemento representado por x € A tal que
p 1 x. Consideremos el ideal (p,x) < A. Por nuestra hipdtesis sobre A, este tiene que ser generado por un
elemento: existe u € A tal que (p, x) = (u). Pero en este caso u| p y u| x. Siendo primo, p es irreducible, asi
que u~ po ue A*. El caso de u ~ p puede ser excluido: esto implicaria que p | x. Entonces, ue A* y (p, x) = A.
En particular, existen a, y € A tales que
ap+yx=1.
Moédulo p esta identidad nos da _
7-%=1,
yentonces X ' =y en A/(p). [
El resultado de arriba nos permite construir cuerpos de la siguiente manera: si k es un cuerpo, enton-

ces el anillo de polinomios k[X] es un dominio de ideales principales. Luego, si f € k[X] es un polinomio
irreducible, entonces k[X]/(f) es un cuerpo. Notamos que el homomorfismo

k— k[X]— k[X1/(f)
es inyectivo gracias a 4.1.22, asi que k puede ser identificado con un subcuerpo de k[X]/(f).

4.2.11. Ejemplo. En el anillo de los enteros de Gauss Z[i] consideremos el elemento primo 1+i. Calculemos
el cociente Z[i]/(1+). Primero notamos que cualquier elemento «a € Z[i] es congruente a 0 o 1 médulo el ideal
(1+10). En efecto, si « = a+ bi, donde a y b tienen la misma paridad, entonces

a+bi (a+bi)(1-i) (a+b)+(b-a)i
1+i 2 - 2

)

donde a+ by b- a son nimeros pares, asi que (1 +i) | @ y por ende
a=0 (méd 1+1i).
Ahora si a y b tienen diferente paridad, entonces a—1y b tienen la misma paridad y
a+bi—-1=0 (moéd 1+1i),

y por lo tanto @ =1 (mdéd 1+ i). Por otro lado, (1+i)11, asi que 1 #0 (mdd 1+ i). Esto nos permite concluir
que
Z[i1/(1+1i) ={0,1}.

Entonces, tenemos un cuerpo de dos elementos. A

El lector puede tratar de hacer calculos parecidos y verificar que, por ejemplo, Z[i]/(1 + 2i) es un cuerpo
de 5 elementos.
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4.3 Teoremas de isomorfia

4.3.1. Primer teorema de isomorfia. Sea ¢: A — B un homomorfismo de anillos. Entonces, existe un isomor-
fismo candnico

&: Alkerdp = p(A), T ().

Demostracién. Primero notamos que la aplicacion ¢ esta bien definida. Tenemos para cualesquiera x, x’ € A
X=x < x-xekerp < Pp(x—x)=0 < ¢x) = ().

Esto también demuestra que ¢ es una aplicacién inyectiva. La sobreyectividad es evidente: el conjunto de
llegada de ¢ es precisamente la imagen de ¢. En fin, ¢ es un homomorfismo, puesto que ¢ lo es:

Px-Y) = p(xY) = Pp(xy) = P(x) P(y) = PX) P(F). |
4.3.2. Ejemplo. Para la proyeccion sobre el anillo cociente 7: A— A/a se tiene kerz = a. A

4.3.3. Ejemplo. Consideremos el homomorfismo de evaluacién
¢: RIX]—C,
¢ — PQ).

Es visiblemente sobreyectivo. Su nicleo consiste en los polinomios en R[X] que tienen i como su raiz, y se
verifica ficilmente que ker¢ = (X2 +1). Podemos concluir que

RIX]/(X?+1) =C. A
4.3.4. Ejemplo. El homomorfismo de evaluacién
¢: kIX1,..., Xp] — K,
f~—f(,...,0)

es sobreyectivo y tiene como su ntcleo el ideal (X, ..., X,;) que consiste en polinomios con término constante
nulo. Luego,
kiXy,...,Xpll(Xy,...,X,) =k. A

4.3.5. Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo y a € A un ideal. Consideremos la aplicacion

¢: A[X] — (Ala)[X],

Yoeaxi =Y Gx

i=0 =0

que reduce los coeficientes de un polinomio médulo a. Se ve que este es un homomorfismo sobreyectivo. Su
nucleo consiste en los polinomios con coeficientes en a:

alX] ::{Z ci X ‘ ciea}.

i=0
Luego, el primer teorema de isomorfia nos permite concluir que
AlX]/alX] = (Ala)[X].

En particular, si Z[X] es el anillo de polinomios con coeficientes enteros, entonces los polinomios con co-
eficientes divisibles por n forman un ideal nZ[X] c Z[X] y se tiene

Z[X]/nZ[X]=Z/nZ[X]. A
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Ahora vamos a formular el segundo y el tercer teorema de isomorfia, pero las pruebas se dejan al lector
(véanse los ejercicios 4.7 y 4.7 para las indicaciones).

4.3.6. Segundo teorema de isomorfia. Sean A un anillo conmutativo, B < A un subanillo y a € A un ideal.
Entonces,

B+a:={x+ylxeB,yea}

es un subanillo de Ay a es un ideal en B+ a'y hay un isomorfismo candnico
B/(Bna)= (B+a)/a.
4.3.7. Tercer teorema de isomorfia. Sean A un anillo conmutativoy a < b c A ideales. Entonces,
b/a:={x+alxeb}
es un ideal en el anillo cociente A/a 'y hay un isomorfismo canénico

(Ala)/(b/a) = Alb.

4.4 Ideales en el anillo cociente

4.4.1. Teorema. Sean A un anillo conmutativoy a € A un ideal. Denotemos por n: A— Ala la proyeccion sobre
el anillo cociente dada por x — X := x + a. Hay una biyeccion

{ideales b < A tales que a < b} < {ideales bc Alal,
b—b/a:=a)={x+a|xeb},
n_l(E) —b.
Esta biyeccion preserva las inclusiones:
1) siacb;cb, S A, entonces n(by) Sm(by) S Ala;
2) sib; b, < Ala, entonces ac (b)) 1 (by) S A.

Demostracion. El hecho de que las aplicaciones estén bien definidas se sigue de 4.1.16: la imagen 7 (b) < A/a

de un ideal b < A respecto al homomorfismo sobreyectivo x es un ideal y la preimagen " (b) c Adeun ideal

b< A/a es también un ideal. Ademads, tenemos 0 € b para todo ideal b< A/ay 771 (0) = a, asi que ac 7~ (b).
Hay que ver que las aplicaciones b — 7(b) y b— 771 (b) son mutualmente inversas. Tenemos

a () =b
gracias a la sobreyectividad de 7. Ademas,

a b)) ={xe Aln(x) e n(b)} = {x€ Al n(x) = n(x)) para algin x’ € b}
={x€A|x—x ekerm=aparaalgin x' eb}=b

(usando que a c b). Esta claro que las dos aplicaciones preservan las inclusiones. [ |

4.4.2. Ejemplo. Describamos los ideales en el anillo cociente Z/127. Segun el teorema, estos corresponden
a los ideales en Z que contienen a 127:

12Z<cnZcZ.
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Dado que 127 < nZ significa que n| 12, tenemos n =1,2,3,4,6,12. Entonces, los ideales en el cociente son

Z/127 = {[0],[11,12], (3], 4], [5], (6], [7], (8], (9], [10], [111},
271127 ={[0], (2], [4],16], [8], 101},
37/127 = {[0], (3], 6], [9]},
471127 = {[0], [4], [8]},
62/12Z = {[0], [6]},
12717127 = 0.

Tenemos las siguientes inclusiones de ideales:

z 71127

271127

27
37 32/127
47 / 471127 /
\GZ \2/122
| |

127 12711272

4.5 Sumay producto de ideales

4.5.1. Observacion (Suma y producto de ideales). Sean A un anillo conmutativo y ay,...,a, € A ideales.
1) Elideal generado por los elementos de ay,...,a, coincide con el conjunto
ar+-+agi={x1+-+x,1x; €05}
y se llama la suma de los ideales a;. Es el minimo ideal en A que contiene a ay,...,ay.
2) Elideal generado por los productos x; --- x, donde x; € a; coincide con el conjunto

ap---a, = {sumas finitas Y_ x;, - xi, | X, € ag}
i

y se llama el producto de los ideales a,,...,a,. Ademads, se tiene

ar---apSaynN---Nay. O

a+b

AN
b
/

anb
|
ab

9
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4.5.2. Observacion. Sean A un anillo conmutativo y a,b, ¢ < A ideales. Tenemos las siguientes propiedades.
1) a+b=0b+aq;
2) ab=ba;
3) (a+b)+c=a+(b+c)=a+b+¢;
4) (ab)ec=a(bc) = abc;
5) (a+b)c=ac+bc;
6) a+0=uq;
7) a+A=A;
8) a-0=0;
9) a-A=aq. O

Algunas de estas propiedades se ven como los axiomas de anillo conmutativo. Lo que falta son los ele-
mentos opuestos “—a” tales que a + (—a) = 0. En efecto, si tuvieramos los opuestos, entonces la identidad
A+ A= Aimplicaria A=0.

Ya que tenemos productos de ideales, podemos definir potencias a”.

4.5.3. Definicién. Sea A un anillo conmutativo y sea a < A un ideal. Para n=1,2,3,... la n-ésima potencia

de a se define mediante

n'— — 1 . “en . .
a”:=qa---a={sumas finitas ;x,l xi, | xi, € a}

n

que es equivalente a la definicién inductiva
al:=a, a*:=a-a"L
4.5.4. Ejemplo. Para los ideales principales se tiene para cualesquiera x,...,x, € A
(1) + -+ (xp) = (x1,..., Xn),
(x1) -+ (xn) = (X1 -+ X).

Recordemos que en un dominio de ideales principales se tiene

(x1) + -+ + (xp) = (med(xy, ..., Xn)),

(x1) N---N(x,) = (mem(xg,...x,)). A

4.5.5. Ejemplo. Sea k un cuerpoy sea k[X] el anillo de polinomios correspondiente. El ideal generado por
X en k[X] viene dado por
a:=X)={fek(X]|degf=11uU{0}.

Luego,
a” = (X" ={f e k[X]|degf = n}u{0}. A

4.5.6. Ejemplo. Para un nimero primo p, en el anillo Z[X] consideremos el ideal a := (p, X) generado por
los elementos p y X. Es el ideal de los polinomios con el término constante divisible por p:

(p,X)={f-p+g-X|f,geZIXl}={anX"+an1 X+ -+ X+agla;€Z, plag}.
Luego,

a’ = {sumas finitas )_ fi g | fi.gi€ a}.
i

En particular, dado que p € ay X € a, tenemos p?, X2 € a?, y por lo tanto X?+ p? € a?. Notamos que el polinomio
X2 + p? no puede ser escrito como un producto fg donde f,gea. A

10
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4.6 Teorema chino del resto

Recordemos que en el capitulo 1 hemos definido los productos de anillos A; x --- x A,, como productos
cartesianos con operaciones término por término. El teorema chino del resto en la teoria de nimeros ele-
mental dice que si a y b son nimeros coprimos, entonces para todo entero x su resto médulo ab esta definido
de modo Unico por sus restos modulo a y b. Precisamente, hay un isomorfismo de anillos

Z1abZ = 2/aZ x 2107,  [x]ap— (x]4, [x]p).
En esta seccién vamos a generalizar este resultado a anillos conmutativos.
4.6.1. Lema. Sea A un anillo conmutativo y sean ay,...,a, S A ideales tales que a; +a; = A para i # j. Luego,
D aj+azag---ap=A4;
2) ain--Nap=a---ay.
Demostracion. Tenemos

A=A---A=(ar+ap)(a;+az)---(ay+ay) =a+azaz---dy,

n-1

donde a c a;. De hecho, al desarrollar el producto de sumas de ideales, se ve que todos los términos perte-
necen a a;, salvo el tltimo término a, az---a,. Esto nos permite concluir que

a+azag---a, = A.

En la parte 2), la inclusién que se cumple en cualquier caso es a;---a, < a; N---Nay, Y hay que probar la
inclusién inversa. Procedamos por induccién sobre n. Supongamos que n = 2 e a; + a, = A. Luego, existen
y€a1yze€aptales que y+z=1.Para todo x € a; nay se tiene

x=x(y+z)=xy+xz€aay,
asi que a; na; S ajap. Para n > 2, supongamos que el resultado se cumple para n—1 ideales. Entonces,
an---Nag=aN@naznN---Nag)=aNazaz---ay.

Sin embargo, a; + apaz---a, = A segln la parte 1), asi que a; Nnazaz---a, = a;azas---a, por el caso de dos
ideales. [ |

4.6.2. Teorema chino del resto. Sea A un anillo conmutativo y sean ay,...,a, < A ideales tales que a; +a; = A
para i # j. Luego, hay un isomorfismo natural

Al(ay - ay) = Alay x --- x Alay,

X+ayp-ap—(x+ag,...,x+ay).
Demostracion. Consideremos el homomorfismo de anillos

¢: A— Alay x---x Alay,
x— (x+ay,...,.x+ay).

Vamos a probar que es sobreyectivo y su nudcleo es igual al producto de ideales a; --- a;,.
Para ver la sobreyectividad, necesitamos probar que para cualesquiera xi,...,x, € A existe x € a tal que
x=x; (méd a;) paratodo i =1,...,n. Segln la parte 1) del lema de arriba,

G tazag---a, =A,

11
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y en particular, existen z; € a; e y; € ap as---a, tales que z; + y; = 1. Tenemos entonces y; =1 (méd a;) e y; =0
(méd a;) para i # 1. Usando el mismo argumento, podemos ver que existen y»,..., y, que satisfacen
yi=1l (méda;), y;=0 (méda;)sij#i.
El elemento
X=X1)1++XnYn

cumple la condicién deseada x = x; (mdd a;) paratodoi=1,...,n.
Ahora esta claro que
ker¢g=a;n---nay,

y luego por la parte 2) del lema anterior,
arnN---Na;=a;---ay. |

Notamos que en un dominio de ideales principales A se tiene (a) + (b) = (a,b) = (mcd(a, b)), asi que la
condicién (a) + (b) = A es equivalente a mcd(a, b) = 1.

4.6.3. Corolario. Siay,...,a, son ntimeros coprimos dos a dos, entonces hay un isomorfismo de anillos

Ziaya)Z = ZlayZ % xZla,Z,
[x]al'--an — ([x]alyu-) [x]an)-

4.6.4. Ejemplo. En el anillo de los enteros de Gauss Z[i] se tiene 5= (1 +2i) (1 -2i), donde 1+2iy 1—-2i son
dos primos no asociados entre si. En particular, (1 +2i) + (1 - 2i) = Z[i]. Entonces, gracias al teorema chino
del resto,

Z[il/(5) = Z[il/ (1 +2i) x Z[i]/ (1 —2i) =[5 x F5.

Notamos que Z[i]/(5) = F5[X]/(X? +1) (haga el ejercicio 4.11). El polinomio X? + 1 es reducible en F5[X]: se
tiene
X?+1=(X-2)(X-3).

Luego,
Fs[X]/(X?+1) = F5[X]/(X —2) x F5[X]/(X —3) =F5 x F5. A

4.7 Propiedades universales (&)

Todas las construcciones en algebra se caracterizan por sus propiedades universales. En esta seccion
vamos a formular las propiedades universales del producto de anillos, cuerpo de fracciones, anillo de poli-
nomios y anillo cociente. Las ideas subyacentes son conceptualmente nuevas y representan otro nivel mas
de abstraccién, asi que uno necesita paciencia para acostumbrarse a ellas. En este punto el lector puede
regresar a la breve discusién de propiedades universales en el capitulo 0.

4.7.1. Proposicion (Propiedad universal del producto). Sean A; y A, anillos y B cualquier otro anillo. Para
todo par de homomorfismos ¢1: B— A1 Y ¢2: B — A, existe un tinico homomorfismo ¢: B — Aj x A, tal que

miop=¢1, mMop=do.
donde 71 y n, denotan los homomorfismos de proyeccion

A Arx A s oA
a; < (m, @) —— ap

B
3!:</>
\I/

Ay (T Ay x Ay Tz> Ay

P b2

12
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Demostracion. Las condiciones 7 0¢ = ¢ y 12 0 ¢ = ¢, implican que la aplicacién ¢ necesariamente viene
dada por

d(b) = (p1(D), p2(D)).
Puesto que ¢; y ¢, son homomorfismos, esta formula también define un homomorfismo. [ |
Dejo al lector formular la propiedad similar para los productos arbitrarios []; A;, y también verificar que

la propiedad universal define el producto de modo tinico salvo isomorfismo. Para esto véase la discusion de
propiedades universales en el capitulo 0.

4.7.2. Ejemplo. Para un anillo conmutativo Ay dos ideales a;,a; < A la propiedad universal nos dice que
los homomorfismos

Al <24 %5 Ay

X+0) ¢—— x —— x+ay

inducen un homomorfismo
¢$: A— Alay x Alay.

A
az:tb
\I/

Alay <T Ala; x Alay T} Alay

b1 b2

Este homomorfismo apareci6 en la prueba del teorema chino del resto. A
4.7.3. Proposicion (Propiedad universal del cuerpo de fracciones). Sean A un dominio, Frac A su cuerpo

de fracciones y

a
1: A—FracA, a~— 1

el homomorfismo inyectivo correspondiente.

1) Se cumple i(a) € (Frac A)* para todo a # 0.

2) Si B es otro anillo conmutativo y ¢: A— B un homomorfismo tal que ¢(a) € B* para todo a # 0, entonces
existe un tinico homomorfismo ¢: Frac A— B tal que 1o ¢ = ¢.

Demostracion. Tenemos necesariamente
—ray ~(ay~((b\"Y ~(ay~(b\! -1
3(3)=3(5)5((7) )-3()a[5) =som
Por otra parte, se comprueba facilmente que esta formula define un homomorfismo. [ ]
Intuitivamente, la propiedad de arriba significa que Frac A es el anillo mas pequeno donde todos los

elementos no nulos de A se vuelven invertibles. Aqui “mds pequeno” significa que todo homomorfismo
¢: A— B que invierte todos los elementos no nulos de A se factoriza de manera tnica por Frac A.

13
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4.7.4. Ejemplo. Consideremos el anillo de los enteros de Gauss Z[i] y el cuerpo
QG):={x+iylx,yeQicC.
Tenemos la inclusién natural Z[i] — Q(i). Ahora todo homomorfismo ¢: Z[i] — B que cumple la propiedad

de que ¢(a) € B* para a # 0, se extiende de modo Ginico a Q(i):

@ (% + 2 i) = ((ad + bei) (bad)™) = ¢lad + bei) pbd) ™" = p(ad + bei) p(bd) ™

(v una verificacion tediosa nos diria que esta formula define un homomorfismo). Entonces, la inclusién
Z[i] — Q(i) cumple la misma propiedad universal que : Z[i] — FracZ[i], y se puede deducir que esto nos da
un isomorfismo

Q(i) = FracZli].

En efecto, aplicando la propiedad universal de FracZ[i] a Z[i] — Q(i), se obtiene

FracZ|[i]

e
3! \\/(

Z[i] < > Q)

y viceversa, aplicando la propiedad universal de Q(i) a ¢: Z[i] — FracZ|i], se obtiene
Q@)
/ 5
El \\\/(

Z[i) > FracZ[i]

Ahora las propiedades universales de FracZ[i] y Q(i) implican que ¢ y ¥ son mutualmente inversos.

FracZ|[i] Q)
/’ &"‘ffid /' \qbow:id
Zli] : s FracZ[i] Zli] < > Q)

Por supuesto, el isomorfismo en cuestién esta claro desde el principio:

Q(i) = FracZ[i],
a c¢. ad+bci

——

b d bd

4.7.5. Proposicion (Propiedad universal del anillo de polinomios). Para un anillo conmutativo A sean
A[Xy,...,X,] el anillo de polinomios en n variables y

A

1 A— A[Xy,..., Xp]

la inclusién de los polinomios constantes. Dado otro anillo conmutativo B, un homomorfismo ¢: A— By elemen-
tos by,..., by, € B, existe un tinico homomorfismo

¢: AlXy,..., X, — B

tal que por=¢ y Pp(X;) = b; paratodoi=1,...,n.
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Demostracion. Puesto que ¢ tiene que ser un homomorfismo, tenemos necesariamente

$ L X XP)= ¥ (@i, i) O BOG)

Q100 in=0 Q1yee in=0

= Y ¢lai,..,) b by

Q1yeen in=0
Es facil verificar que esta férmula define un homomorfismo, puesto que ¢ lo es. [ |

4.7.6. Ejemplo. Hemos usado esta propiedad de manera implicita cuando estdbamos hablando de los ho-
momorfismos de evaluacién de polinomios. Para dar un ejemplo préctico, sean k un cuerpo y k[X,..., X,]
el anillo de polinomios en »n variables. Notamos que para ay,..., a, € k existe un inico homomorfismo que
envia las constantes a las mismas constantesy X; a X; — a;:

Oq: k[Xy,..., Xyl — k[Xq,..., X¢l,

Xi— X;j—a;.
k[le---;Xn]
~< Oa
' e
/ ' s
k > k[Xl,an]

Este es un automorfismo: el homomorfismo inverso viene dado por
o, kX1, Xp] = kIX1,..., Xpl,
X;— X;+a;.

La misma propiedad universal define el homomorfismo evy: k(X;,...,X,] — k que envia un polinomio f
a su término constante f(0,...,0):

er: k[Xl,...,Xn] bnd k,
X;—0.

Esta claro que el nucleo de evy consiste en los polinomios sin término constante, que es precisamente el
ideal generado por las variables Xj,..., X,:

kerevg ={f | f(0) =0} ={fiXy +---+ fuXnl fi € k[X3,..., Xpl} = (X1, ..., Xp).
De la misma manera, podemos evaluar un polinomio en ay,...,a,:

evg: k[Xy,...,Xnl — k,
X;— a;.

En este caso tal vez no esta tan claro cudl es el ndcleo de este homomorfismo. Sin embargo, podemos notar
que evy = ev,00 4,y luego
kerevy =1{f | eva(f) =0} ={f | eVg(UZ(f)) =0 ={f]| Uél(f) e kerevo}
={f| feoalkerevy)} = o4(kerevy).
Entonces,
kereUQ: Ug((Xl;---’Xn)) = {Ug(fl)UQ(Xl) +ee +0'g(fn) Ug(Xn) | fz e klXy,...,Xul}
=g X1—a)+-+gn(Xp—ay) | g €klXy,..., Xult = (X1 —ay,..., Xn— ay).
En fin, notamos que el primer teorema de isomorfia implica que

k[Xy,... Xpll (X1 —ay,..., Xn—an) 2 k. A
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4.7.7. Ejemplo. Consideremos el anillo
A[le ooy Xn—l] [XVL]

que consiste en los polinomios ¥ ;- f; X\, donde f; € A[Xj,..., X,—1]. Tenemos las inclusiones de los polino-
mios constantes
A— A[le . --)anl] — A[Xl,..-,anl] [Xn]

Ahora dado un homomorfismo ¢: A— By by,...,b, € B, primero ¢ se levanta de manera inica a un homo-
morfismo ¢: A[Xj, ..., Xp-1] — Btal que ¢(X;) = b; parai=1,...,n—1,yluego ¢ se levanta a un homomorfismo
¢: AlX,..., Xn_11[Xn] — B tal que ¢(X,,) = by,.

AlXy,..., Xn-111X5]

N

A[le---»Xn—l] 3!(;
/ \3@\\&j
A ¢ 7 B

Esto significa que A[Xj,..., X;,-1]1[X,] tiene la misma propiedad universal que A[Xj,..., X;;], de donde de ma-
nera formal se deduce un isomorfismo canénico

A[Xl)---)X}’l—l][Xn] = A[Xl,an]

Sin embargo, este isomorfismo nada mas significa que un polinomio en las variables X,..., X,, puede ser
escrito como Y ;»q f; X}, donde f; € A[Xy,..., Xp-1]. A

4.7.8. Proposicion (Propiedad universal del anillo cociente). Sean ac A un ideal y
m: A— Ala, x—X

el homomorfismo de proyeccion sobre el anillo cociente. Si ¢: A — B es un homomorfismo de anillos tal que
acker¢, entonces ¢ se factoriza de modo tinico por Ala: existe un tinico homomorfismo ¢: A/a — B tal que

¢=por.

A—2 B

l 3 T
T PR
¢

Ala

Demostracién. Laflecha punteada ¢ es necesariamente X — ¢(x). Es una aplicacién bien definida: si x = x' (méd a)
para algunos x, x’ € A, entonces x—x' € a, luego x—x' eker f y

Px—x)=0 = ¢px) = .
La aplicacién ¢ es un homomorfismo de anillos, puesto que ¢ lo es. [ |
Notamos que la propiedad universal del anillo cociente esta detras del primer teorema de isomorfia.
4.7.9. Ejemplo. Para n=1,2,3,... consideremos el homomorfismo
mn:Z—7ZInZ, a~laly.

Su nucleo consiste en los mdltiplos de n. En particular, si n | m, entonces mZ < kern, asi que 7 induce un
homomorfismo
Amn: ZImZ—ZInZ, |aly— lalp. A
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4.7.10. Ejemplo. Para dos nimeros naturales my n, sea d = mcd(m, n). Tenemos entonces homomorfismos
de anillos
im:ZImZ—71dZ, ,:72InZ—7/dZ.

Ahora para cualquier otro anillo conmutativo A existen homomorfismos tinicos
Gm:2ZImZ— A, $p:ZImZ— A

siysolosim-14=n-14=0. En este caso d-14 =0, lo que nos da un Gnico homomorfismo ¢,: Z/dZ — A.
Notamos que este homomorfismo hace parte del diagrama conmutativo

Zimz - 7/1d7 +2— 7InZ
\3!:¢/
m + ®n
A

Entonces, el anillo Z/dZ tiene la propiedad universal parecida a la propiedad universal del producto Z/mz x
ZI/nZ, solo con todas las flechas al revés. El objeto caracterizado por tal propiedad se llama el producto ten-
sorial de anillos y se denota por ®. Entonces,

ZImZ®ZInZ=7ldZ.

En el segundo semestre vamos a dar la definicién y construcciéon general de productos tensoriales. Por el
momento es bueno saber que existe una construccion con la propiedad dual a la del producto. A

4.7.11. Ejemplo. Sea k un cuerpo. La propiedad universal del anillo de polinomios k[X,Y, Z] nos da un
homomorfismo
¢: kIX,Y,Z] - k[T, X—T,Y—T% Z—T5

Notamos que los polinomios X? - Y e X3 - Z estdn en el niicleo de ¢. Esto implica que el ideal generado por
estos polinomios pertenece al niicleo:

(X2-Y,X3-Z) cker¢.

En realidad, se cumple la igualdad, pero ;cémo justificarlo? Gracias a la propiedad universal del anillo co-
ciente, ¢ induce un homomorfismo desde el anillo cociente

¢ kIX,Y,Z1/(X*-Y,X3-Z) = k[T, X—T,Y—T? Z—T5.
Viceversa, la propiedad universal del anillo de polinomios k[T] nos da un homomorfismo
w: k[T — k[X,Y, Z1/(X*>-Y,X3-2), T—X.

Notamos que L L L
ypX) =X, v@Y)N=Y, yvP2)=2

y también B
oy (M) =T.
Entonces, ¢ y v son mutualmente inversos y nos dan un isomorfismo

kIX,Y, Z11(X?>-Y, X3 - 2) 2 K[T).

La curva en el espacio tridimensional definida por las ecuaciones y = x?, z = x> se llama la ctibica torcida.
El lector puede tratar de visualizarla. A
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4.8 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sea ¢p: A— B un homomorfismo de anillos. Determine cudles de las siguientes afirmaciones
son ciertas. Justifique sus respuestas (encuentre una prueba o contraejemplo).

a) Si ae Aesun nilpotente, entonces ¢(a) € B es también un nilpotente.
b) Si a€ A esunidempotente, entonces ¢(a) € B es también un idempotente.
¢) Si ae Aesun divisor de cero, entonces ¢(a) € B es también un divisor de cero.

Ejercicio 4.2. Demuestre que el conjunto

T [

es un subanillo del anillo de matrices M, (R). Encuentre un isomorfismo A= C.

Ejercicio 4.3. Para un anillo no conmutativo A definamos su centro como
Z(A):={x€ Al ax = xa para todo a € A}.
1) Demuestre que Z(A) es un subanillo de A.
2) Demuestre que si ¢: A— B es un homomorfismo sobreyectivo, entonces ¢(Z(A)) < Z(B).

Ejercicio 4.4. Demuestre que los anillos de polinomios Z[X] y Q[X] no son isomorfos.
Sugerencia: demuestre que un isomorfismo de anillos ¢: A= B induce una biyeccién A* = B*.

Ejercicio 4.5. Escriba la tabla de adicién y multiplicacién en el anillo cociente F3[X]/(X? + 1). Demuestre
que este es un cuerpo de 9 elementos.

Ejercicio 4.6. Demuestre que el anillo cociente Z[i]/(1 +2i) es isomorfo al cuerpo de 5 elementos Fs. (Des-
criba los elementos y encuentre un isomorfismo explicito con Fs.)

Ejercicio 4.7 (Segundo teorema de isomorfia). Sean A un anillo conmutativo, B< A un subanilloyac A
un ideal.

1) Demuestre que B+a:={x+y|x€ B,y € a} es un subanillo de Ay que a es un ideal en B +a.

2) Demuestre que la aplicacién
¢:B—(B+a)/a, x—X

es un homomorfismo sobreyectivo.
3) Demuestre que ker¢p =Bna.
4) Deduzca que B/(Bna) = (B+a)/a.
Ejercicio 4.8 (Tercer teorema de isomorfia). Sean A un anilloyacbc Aideales.

1) Demuestre que la aplicaciéon
¢: Ala— Alb, x+a—x+b

esta bien definida y es un homomorfismo sobreyectivo.
2) Demuestre que ker¢p =b/a:={x+alxeb} < Ala.

3) Deduzca que (A/a)/(b/a) = A/b.

18



Capitulo 4. Homomorfismos de anillos 4.8. Ejercicios

Ejercicio 4.9. Para n # 1 un entero libre de cuadrados encuentre un isomorfismo
QIX1/(X>-n)ZQWn):={x+yvn|x,yecQl
Ejercicio 4.10. Encuentre un isomorfismo Z[X]/(X? +1) = Z[i].
Ejercicio 4.11. Para un nimero primo p encuentre un isomorfismo [F,!,[X]/(X2 +1) =270/ (p).
Ejercicio 4.12. Encuentre isomorfismos de anillos cociente
a) F[X1/(X3+ X2+ 1) =F(X]/(X3+ X + 1);
b) F3[X1/(X%2+1) =F3[X]/ (X% + X +2).
Ejercicio 4.13. Encuentre los ideales en el anillo cociente Z[i]/(10) y las inclusiones entre ellos.

Ejercicio 4.14 (Ideales maximales). Sean A un anillo conmutativo y m C A un ideal propio. Demuestre
que las siguientes dos condiciones son equivalentes:

1) para cualquier otro ideal a tal que mcac A se tienea=mo a = A;
2) el cociente A/m es un cuerpo.

Ejercicio 4.15 (Suma de ideales). Sean A un anillo conmutativoy ay,...,a, € A ideales. Demuestre que el
ideal generado por los elementos de aj,...,a, coincide con el conjunto

ar+--+agi={x1+---+ x5 x; €a;}.

Ejercicio 4.16 (Producto de ideales). Sean A un anillo conmutativoy a,...,a, < A ideales. Demuestre que
el ideal generado por los productos x; --- x, donde x; € a; coincide con el conjunto

ap---a, = {sumas finitas ) x; ---x;, | x;, € ag}.
i

Ejercicio 4.17. Demuestre que a;---a, Sa;N---Ndy.
Ejercicio 4.18. Demuestre que para los ideales principales se tiene para cualesquiera x1,...,x, € A
(x1) +-+++ (xp) = (X1,..., Xn),
(x1) - (x5) = (X1 -+ X5).

Ejercicio 4.19. Sean A un anillo conmutativo y a,b,c < A ideales. Demuestre que el producto de ideales es
distributivo respecto a la suma:
(a+b)c=ac+bc.

Ejercicio 4.20. Demuestre que si
a:(XI,.-.,Xm), bz()’b---»)’n),

entonces
ab=(x;y;li=1,....m,j=1,...,n).

Ejercicio 4.21. Usando el teorema chino del resto, demuestre que el anillo cociente
F3[X1/(X3+X2+X+1)
es isomorfo al producto Fg x 3, donde Fg es un cuerpo de 9 elementos y F3 es un cuerpo de 3 elementos.

Ejercicio 4.22. Sea p un primo impar. Demuestre que el anillo cociente F,, [X]/(X?+1) = Z[i]/(p) es isomorfo
a

a) un cuerpo de p? elementos, o
b) el producto de cuerpos F,, x F,.

¢Para cuales primos p ocurre a) y para cudles ocurre b)? ;Qué sucede si p =2?

19



	Homomorfismos de anillos
	Homomorfismos
	Anillos cociente
	Teoremas de isomorfía
	Ideales en el anillo cociente
	Suma y producto de ideales
	Teorema chino del resto
	Propiedades universales ()
	Ejercicios


