Capitulo 5
Factorizacion de polinomios

El primer objetivo de este capitulo es el siguiente resultado de Gauss: si A es un dominio de factorizacion
tinica, entonces el anillo de polinomios A[X] es también un dominio de factorizacion tinica. Después de pro-
barlo, veremos un par de criterios de irreducibilidad de polinomios y como una aplicacién probaremos la
irreducibilidad de los polinomios ciclotémicos @, € Z[X] introducidos en el capitulo 2.

5.1 Cadenas de ideales principales en A[X]

Para empezar nuestra prueba del teorema de Gauss, recordemos que en el capitulo 3 hemos visto que la
condicién de factorizacidn tinica es equivalente a las siguientes dos propiedades:

a) toda cadena ascendente de ideales principales
(M) s AlX]
se estabiliza: existe n tal que (fy,) = (fp+1) =+
b) todo polinomio irreducible en A[X] es primo.
Primero, es facil verificar la propiedad a).
5.1.1. Lema. Sien Atoda cadena ascendente de ideales principales
() s (a)cs(az)s---cA
se estabiliza, entonces toda cadena ascendente de ideales principales en el anillo de polinomios A[X]
(e efs) e < AlX]
se estabiliza.
Demostracion. Una cadena de ideales principales en A[X] es equivalente a una cadena de relaciones de di-
visibilidad
A3l 2l fi

1) En particular, tenemos
degfi=degfo=degfs=---

Entonces, para n suficientemente grande se tiene necesariamente deg f;, = deg f,,+1. Dado que fy+11 fa,
esto implica que f, = ¢, f»+1 para alguna constante ¢, € A.

®2018-2019 Alexey Beshenov. Para la tltima version de este texto, véase http://cadadr.org/san-salvador/algebra/
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5.2. Contenido y el lema de Gauss

2) Denotemos por a, el coeficiente mayor del polinomio f,. Tenemos
laglaz | ay,
y por nuestra hipétesis se tiene a,., ~ a, para n suficientemente grande.
Las observaciones en 1) y 2) implican que f,.1 ~ f, para n suficientemente grande. [ |

La propiedad b) requiere mads trabajo que haremos en la siguiente seccion.

5.2 Contenido y el lema de Gauss

La idea principal de nuestra prueba consiste en trabajar con el anillo de polinomios mas grande
K[X], donde K :=Frac A.

Este es un dominio de ideales principales, y por ende un dominio de factorizacion tinica. Ahora falta solo re-
lacionar las factorizaciones en K[X] con factorizaciones en A[X]. Para esto nos servird la siguiente extension
de las valuaciones p-adicas al anillo de polinomios K[X].

5.2.1. Definicion (Valuaciones de Gauss). Sean A un dominio de factorizacién Ginica, K su cuerpo de
fracciones y p € A un elemento primo. Para un polinomio f =Y ;.¢a; X' € K[X] definamos

vp(f):i= miin{vp(a,-)}.

En particular,
vp(0) = co.

De la definicién debe estar claro que
vp(f +g) =2min{vy, (f), vp(g)}.
También tenemos la propiedad deseada para los productos.
5.2.2. Lema. Para cualesquiera f, g € K[X] se cumple
Up(f8) =vp(f)+vp(g).

Demostracion. Esto es evidente si f =00 g =0, asi que podemos asumir que f, g # 0. Tenemos

f:Za,-Xi, gZijXj, ngZCka, k= Z aibj.

i=0 j=0 k=0 i+j=k
Ahora
vp(cr) = ierjiyk{vp(ai) +Upb)t = vp(f) +vp(8),
y por ende

vp(fg) z vp(f) +vp(g).

Para concluir que se tiene la igualdad, hay que ver que algin coeficiente c; tiene valuacion v, (f) + v,(g).
Asumamos que vy (f) = vp(an), donde el indice m es el minimo posible:

Vplam) <vplaj)para0<i<m, vplam)<vpla;) paraiz=m.
De la misma manera, supongamos que v,(g) = v,(b,), donde n es el minimo posible:

Vp(bp) <vp(b;), para0<i<n, vp(by) <vp(b;), paraizn.
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Capitulo 5. Factorizacién de polinomios

Luego,
Vp(Cm+n) = i+§r:1£111+n{l’p(ai) +vp(bj}.

Dado que i+ j = m+ n, se tiene i < m 0 j < n, salvo el caso i = m, j = n. Por nuestra elecciéon de m y n, esto
significa que v, (an) + v,(by,) es estrictamente menor que otros términos, asi que se puede concluir que

Up(Cm+n) = H?:linm{vp(ai) +Up(b)} = vplam) + vp(by) = vp(f) + vp(g). [

5.2.3. Definicion. Sean Aun dominio de factorizacion Ginicay K su cuerpo de fracciones. Para un polinomio
f € K[X] su contenido esta definido por

cont(f) :=[[p",
P

donde el producto se toma sobre todos los primos en A salvo la relaciéon de equivalencia ~. Esto define a
cont(f) salvo un factor invertible u € A*, y todas las identidades con cont(f) serdan consideradas salvo un
factor invertible ue A*.

5.2.4. Ejemplo. Consideremos los polinomios
3 3 2 2
fi=2X"+X3+3X2+ X +1, g:=3X2+§X+5, h:= §X2+§ € Q[X].

Tenemos
3 2
cont(f) =1, cont(g) = 2 cont(h) = 3

Notamos que f = ghy cont(f) = cont(g) cont(h). Ademas,

g 2 h 2
=2X"+X+1, =X“+1e7Z[X].
cont(g) cont(h)

Todo esto no es una coincidencia. A
5.2.5. Lema. El contenido tiene las siguientes propiedades.

1) Para un polinomio constante c € K se tiene cont(c) = c.

2) Setiene f € A[X] siy solamente si cont(f) € A.

3) cont(fg) = cont(f) cont(g) para cualesquiera f,g € K[X].
4) Para f € K[X] se tiene cont(wn—lt(f) f) =1, y en particular m f e ALX].

Demostracion. La parte 1) se sigue de la férmula

[Tp"® =c, salvo un factor ue A™.
p

En la parte 2), escribamos
f=Y a; X" eKIX].
i=0
Ahora si f € A[X], entonces v,(a;) = 0 para todo i y todo primo p € A, y luego cont(f) € A. Viceversa, si
cont(f) € A, entonces v, (f) =0 para todo primo p € A, lo que implica que v,(a;) = 0 para todo coeficiente a;,
y por lo tanto q; € A.
La parte 3) se sigue inmediatamente de 5.2.2, y en la parte 4) basta calcular que

f) = Cont(conlt(f) ) -cont(f)

-cont(f) =1. [ ]

nt(cont(f) - cont(f)
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5.2.6. Lema de Gauss. Sean A un dominio de factorizacion tinica y K su cuerpo de fracciones. Entonces, los
polinomios irreducibles en A[X] son los siguientes:

1) las constantes p € A irreducibles (primas) en A;
2) los polionmios no constantes f € A[X] tales que cont(f) =1y f es irreducible en K[X].

Demostracion. Primero, notamos que Si p € A es un polinomio constante, entonces la relaciéon a | p en A[X]
implica que a € A es también constante. De aqui se ve que las constantes irreducibles en A[X] son las mismas
constantes irreducibles en A.

Ahora sea f € A[X] un polinomio irreducible no constante en A[X]. Notamos que se tiene necesariamente
cont(f) = 1: en el caso contrario, v,(f) >0 para algun primo p € A, y luego p divide a todos los coeficientes
de fyporende p| f en A[X], lo que contradice la irreducibilidad de f. Para ver que f es irreducible en K[X],
asumamos que en K[X] se cumple

f = ghparaalgunos g, h e K[X].

Luego,
cont(gh) = cont(g) cont(h) = cont(f) =1,
asi que
[ S
" cont(g) cont(h)’
donde ConLt(g) y con—;i(h) estan en A[X]. Por la irreducibilidad de f en A[X], podemos concluir que f ~ Co%ﬂg) 0

f~ Wﬁ(h) en A[X], lo que implica que f ~g o f ~ hen K[X].

Viceversa, supongamos que para un polinomio no constante f € A[X] se tiene cont(f) = 1Y f esirreducible
en K[X]. Supongamos que
f=ghparaalgunos g,he A[X].

Esto implica que
cont(g) cont(h) =cont(f) =1en A,

de donde cont(g) = cont(h) = 1. Luego, por la irreducibilidad de f en K[X], se tiene f ~g o f ~ h en K[X].
Asumamos por ejemplo que f ~ g en K[X]. Esto significa que existe una constante ¢ € K[X]* = K* tal que
f =cg. Luego,

cont(c) = cont(c) cont(g) = cont(f) =1,

y porlo tanto ce A* y f ~ g en A[X]. [ |

5.2.7. Ejemplo. La condicién cont(f) = 1 es necesaria. Por ejemplo, el polinomio f :=2 X% +2 X — 2 es irredu-
cible en Q[X] (las raices de f son niimeros irracionales (—1++/5)/2), pero f tiene una factorizacién no trivial
2(X?+ X -1) en Z[X]. El nimero 2 es invertible en Q, pero es primo en Z. A

5.2.8. Ejemplo. La factorizacién en Q[X]

4 3 2 2 3 3 2 2 2
2X 4+ X3 43X2+ X+1=3X2+ X+ 2| [=x2+ 2],
2 2)\3 3
nos da una factorizaciéon en Z[X]
4 3 2 3 2 2 2 2 2
2X*+X°+3X +X+1=§(2X +X+1)§(X +1)=02X°+X+1)(X“+1). A

Estamos listos para probar la factorizacion tinica en A[X].
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5.2.9. Teorema. Si A es un dominio de factorizacion tinica, entonces el anillo de polinomios A[X] es también
un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Ya hemos verificado en 5.1.1 que toda cadena de ideales principales en A[X] se estabiliza.
Falta probar que todo polinomio irreducible f € A[X] es primo.

Primero, si f € A es constante, entonces [ es irreducible en A, y luego es primo en A. Ahora i f | ab para
algunos a, b € A[X], entonces necesariamente a,b e A, yluego f|ao f | b. Esto demuestra que f es primo en
A[X].

Supongamos ahora que deg f > 0. En este caso, como vimos en el lema de Gauss, cont(f) =1y f es irredu-
cible en K[X]. Pero K[X] es un dominio de ideales principales, y en particular un dominio de factorizaciéon
Unica, asi que f es primo en K[X]. Asumamos que f | gh en A[X]. Esto implica que f|go f|hen K[X]. Asu-
mamos por ejemplo que f | g. En este caso g = ff; para algin f; € K[X]. Luego, cont(f}) = cont(f) cont(f}) =
cont(g) € A,asique fie Ay f| g en A[X]. [ |

5.2.10. Ejemplo. Se sigue que el anillo de polinomios Z[X] es un dominio de factorizacion tnica. Los ele-
mentos irreducibles (primos) en Z[X] son los primos p = +2,+3,+5,+7,+1,... y los polinomios f € Z[X] con
cont(f) =1 que son irreducibles en Q[X], por ejemplo

f=2X+1, 3X*+2X+2, 2X3+1. A

5.2.11. Corolario. Si A es un dominio de factorizacion tinica, entonces el anillo de polinomios en n variables
A[X,..., X,] es también un dominio de factorizacion tnica.

Demostracion. Induccion sobre n, usando isomorfismos A[Xj,..., X,] = A[Xq,..., Xp-11[X,]. [ |

Ahora ya que sabemos que para un dominio de factorizacion tinica A los polinomios A[X] también forman
un dominio de factorizacién nica, seria interesante saber cudndo un polinomio f € A[X] es irreducible. Esto
es un problema profundo desde el punto de vista tedrico y algoritmico, asi que vamos a ver solo un par de
criterios utiles en practica: el criterio de reduccién y el criterio de Eisenstein.

5.3 Criterio de reduccion

5.3.1. Lema. Sean A un anillo conmutativo e a < A un ideal. Entonces, hay un isomorfismo natural
AlX]/a[X] = (Ala)[X],

donde a[X] denota el ideal generado por a en el anillo de polinomios A[X]:
a[X]:= {Z al-Xi ‘ a; € a}.
i=0
Demostracion. Consideremos la aplicaciéon

AX]— (Al0)[X], Y aiX'— Y @G X!

i=0 i=0

que reduce los coeficientes de un polinomio médulo a. Las formulas para la suma y producto de polino-
mios demuestran que esto es un homomorfismo de anillos. Es visiblemente sobreyectivo, y su ntcleo es
precisamente a[X]. [ ]

5.3.2. Proposicion. Sea A un dominioy sea f € A[X] un polinomio mdnico no constante. Sea a < A[X] un ideal
propio tal que lg imagen f en el cociente A[X]/a[X] = (A/a)[X] no se factoriza como un producto de polinomios
de grado < deg f. Entonces, f es irreducible en A[X].



5.3. Criterio de reduccién

Demostracion. Asumamos que | es reducible en A[X]; es decir,
f=gh, g=amX"+am 1 X" 1+ h=b, X "+ by X" 4.,

donde f,g ¢ A[X]* = A* Y a,, 70, by, #0. El coeficiente mayor de gh es a,, b, = 1. Esto implica que a,,,, b, € A,
y en particular gy h no son polinomios constantes, y luego deg g, degh < deg f. Ademas, en el anillo cociente
Ala se cumple @, b, =1,y gracias a nuestra hip6tesis de que a # A, tenemos a,,, b, #0, asi que

degg=degg, degh=degh.
La reduccién médulo a nos da entonces una factorizacién f = gh, donde degg,degh < deg f. [ |
A continuacién nos va a interesar principalmente el siguiente caso particular del Gltimo resultado.
5.3.3. Corolario. Para un polinomio ménico f =Y ;»oa; X' € Z[X] y un primo p, consideremos el polinomio

f=Y @G X' eF,[X]=ZIX]/(p).

i=0
Si f es irreducible en F,[X], entonces f es irreducible en Z[X]y en Q[X].

Demostracion. Esta es la proposicién anterior para A=Z, a = (p). La irreducibilidad en Z[X] implica irredu-
cibilidad en Q[X] gracias al lema de Gauss. [ |

5.3.4. Ejemplo. Es facil saber cudndo un polinomio con coeficientes en F, es irreducible: hay un nimero
finito de polinomios de grado fijo. Para compilar una lista de polinomios irreducibles en F,[X] se puede usar
la criba de Eratdstenes. Por ejemplo, sea p = 2. Los polinomios de grado 1 son siempre irreducibles:

X, X+1.

Los polinomios de grado 2 son
X%, X?+1, X’+X, X’+X+1.

Entre ellos los polinomios reducibles son los productos de polinomios lineales:
X?=X-X, X*+X=X(X+1), X*+1=(X+D>%

Entonces, X%+ X +1 es irreducible. Luego, los polinomios cibicos reducibles son los productos de polinomios
de grado 1y 2:

X3 =x3,
X+ X2+ X+1=(X+1),
X+ X2=X>(X+1),
X+ X=X(X+1)7?
XC+X2+X=(X>+X+1)X,
XCH1=(X+ X+ (X+1).
Los dos polinomios ctibicos que nos quedan son irreducibles:
X3+X+1, X3+X%+1.
Continuando de la misma manera, se puede ver que los polinomios irreducibles de grado cuatro son
X+ X+1, X*+x3+1, X+ X3+ X2+ X+1.

Elniimero de polinomios irreducibles en F, [ X] de grado n crece rapido con p y n. Existen métodos eficaces de
factorizacion de polinomios en F,[X]: el algoritmo de Berlekamp y el algoritmo de Cantor-Zassenhaus.
El lector interesado puede consultar [Coh1993, §3.4]. A
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Capitulo 5. Factorizacién de polinomios

5.3.5. Digresion. Para los siguientes ejemplos seria ttil revisar las leyes de reciprocidad cuadratica. Re-
cordemos que el simbolo de Legendre se define para un entero a y primo p mediante

+1, ptay aesuncuadrado médulo p,
(Z) =4-1, ptayanoesun cuadrado médulo p,
0, pla

Las leyes suplementarias dicen para p impar se cumple

(—1) p-1 {+1, p=1 (méd 4),
e :(—1) 2 =
-1, p=3 (mdbd4).

(E)_(_D#_ +1, p=1,7 (modS8),
- “1-1, p=35 mod8).

La ley principal nos dice que si p y g son diferentes primos impares, entonces

e
p q _(g, sip=3yg=3 (méd 4).

Para mas detalles y pruebas, véanse por ejemplo mis apuntes
http://cadadr.org/san-salvador/2018-cp-tne/reciprocidad-cuadratica.pdf

5.3.6. Ejemplo. Al reducir modulo 2 el tercer polinomio ciclotdmico ®3 = X% + X +1 € Z[X] nos queda el

polinomio cuadrético ®3 = X2 + X + 1 € F»[X] que no tiene raices en F, y por ende es irreducible. Podemos

concluir que @3 es irreducible en Z[ X]. El lema de Gauss implica que es también irreducible en Q[X]. Notamos
-1+v-3

ue si p # 2, entonces las raices de X? + X + 1 vienen dadas por =1£¥=3 asi que X?+ X + 1 serd irreducible en
p 2

F,[X] siy solo si —3 no es un cuadrado médulo p. Para p # 2,3, la ley reciprocidad cuadratica nos da

(__3):(__1)(2):(_1)’%1.(_1)’%1(E):(E): +1, p=1 (m(?ds),
p pJ\p 3 3 -1, p=2 (mdd 3).

Para p = 3 tenemos X>+ X +1 = (X — 1)>. Entonces, X? + X + 1 es irreducible en F,[X] si y solamente si p =2
(méd 3).

Notamos que para ®g = ®3(—X) = X2 — X + 1, el polinomio correspondiente @¢ € F,[X] serd irreducible si
y solo si @3 es irreducible. A

5.3.7. Ejemplo. Para el cuarto polinomio ciclotémico @, = X% +1 € 7[X], el polinomio correspondiente
@, =X?+1 es irreducible en F,[X] si y solo si —1 no es un cuadrado mddulo p. Esto sucede precisamente
cuando p =3 (mad 4). Podemos por ejemplo tomar p = 3 y concluir que @, es irreducible en Z[X]. A

Los dltimos ejemplos no son tan interesantes porque los polinomios en cuestiéon son cuadraticos, y un
polinomio ciclotémico ®,, por la definicion no tiene raices racionales (sus raices son los nimeros complejos
¢k, donde {,, := ?™/" y mcd(k, n) = 1). Podemos analizar algin polinomio ciclotémico de grado > 3.

5.3.8. Ejemplo. Consideremos el polinomio ciclotémico
Os5=X*+ X3+ X2+ X +1€Z[X].
Al reducirlo médulo 2, se obtiene el polinomio

D5 = X+ X3+ X2+ X +1€F[X]


http://cadadr.org/san-salvador/2018-cp-tne/reciprocidad-cuadratica.pdf

5.3. Criterio de reduccién

que es irreducible. En efecto, primero se puede notar que este polinomio no tiene raices en F,, asi que si @5
fuera reducible en F,[X], este seria el producto de dos polinomios ménicos irreducibles de grado 2. Pero en
F,[X] hay un solo polinomio ménico irreducible de grado 2: este es X? + X + 1, y luego

XP+X+1)°2=Xx*+X%+1.

Esto nos permite concluir que ®s es irreducible en Z[X], y luego es irreducible en Q[X]. Notamos que esto
también demuestra la irreducibilidad de

DX)=D5(-X) =X - X3+ X2 - X +1. A
5.3.9. Ejemplo. El polinomio ciclotémico
O, =X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1€7Z[X]
se vuelve reducible médulo 2: se tiene
D7 =X+ X+ + X%+ 1) eFa[X].
Modulo 3 el polinomio si es irreducible, pero es algo tedioso verificarlo directamente. A

Aunque nuestro criterio de irreducibilidad es muy sencillo, existen polinomios irreducibles f € Z[X] tales
que f €[F,[X] es reducible para cualquier primo p.

5.3.10. Ejemplo. Mas adelante veremos que cualquier polinomio ciclotémico ®,, es irreducible en Z[X]
(v luego en Q[X]). Sin embargo, resulta que ®g = X* + 1 se vuelve reducible médulo cualquier primo. Por
ejemplo, tenemos las siguientes factorizaciones.

(X+1)4,
(XP+X+2)(X2+2X+2),
(X2 +2)(X?+3),
(X2+3X+1D)(X2+4X+1),
(X?+3X+10) (X% +8X+10),
(X?+5)(X?+8),
(X+2)(X+8)(X+9) (X +15),

TTIT T
Il

Il
1l
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En efecto, para p = 2 se tiene la factorizaciéon X* + 1 = (X + 1)%. Para p impar tenemos necesariamente
p=1,3,57 (mbd 8).

= Sip=1 (méd 8), entonces p=1 (méd 4), y en este caso —1 es un cuadrado médulo p. Tenemos -1 = a?
para algun a € F,, y podemos escribir

X*+1=X - =X*+a) (X?-a).

= Si p=3 (mbd 8), entonces p =3 (méd 4) y ni —1, ni 2 no es un cuadrado médulo p. En este caso -2 es
un cuadrado. Si -2 = a?, entonces

XP+aX-DX?-aX-1)=X*-2+a>)X+1=X*+1.

= Si p=5 (mdd 8), entonces p=1 (mdd 4), y el polinomio se reduce como en el casode p=1 (méd 8) de
arriba.

= Si p=7 (méd 8), entonces 2 es un cuadrado médulo p; se tiene 2 = a® para algin a € F, y luego

X+aX+D(XP-aX+1)=X*+2-a>)X+1=X*+1.
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De hecho, en el caso p =1 (méd 8) el polinomio X* +1 se factoriza como cuatro diferentes polinomios
n—1
lineales en [, [X]: a saber, si @ € F, es un generador de F[X]y f:= a’T, entonces

X +1=(X-p) (X - (X - (X-p.

Una raiz de X*+1 en F, siempre corresponde a un elemento de orden 8 en [, asi que para p=3,5,7 (mdd 8)
el polinomio no puede tener raices y se factoriza en dos polinomios cuadraticos irreducibles como indicado
arriba.

Entonces, para % de los primos p el polinomio X*+1 se factoriza en F, [X] como un producto de dos poli-
nomios cuadraticos irreducibles, y para i de los primos la factorizacién es un producto de cuatro diferentes
polinomios lineales. El primo p =2 es excepcional en este sentido.

En general, los patrones de factorizacion de un polinomio irreducible f € Z[X] médulo diferentes primos
p se explica en la teoria de nimeros algebraica por el famoso teorema de Frobenius y teorema de densidad
de Chebotarév . Para més detalles, véase [LS1996]. A

5.4 Criterio de Eisenstein

Otro criterio de irreducibilidad til en practica es el criterio de Eisenstein. Antes de formularlo, consi-
deremos un ejemplo particular.

5.4.1. Ejemplo. Consideremos el polinomio ménico
X*+4X3+6X? +4X +2€Z[X].

Asumamos que este es reducible y
X' +4x3+6X2+4X+2=fg,

donde f,g € Z[X]y f,g ¢ Z[X]*. Todos los coeficientes de nuestro polinomio son divisibles por 2, asi que
reduciendo la identidad de arriba médulo 2, se obtiene

X*=fgenF,X],

donde f y g son los polinomios f y g con coeficientes reducidos médulo 2. Ahora F,[X] es un dominio de
factorizacién tinica, donde X* se factoriza como X2-X2 0 X- X3, asf que fy g tienen esta forma, y en particular
2] f(0)y 2| g(0). Pero esto implicaria que 4 | fg(0), mientras que fg(0) = 2. Podemos entonces concluir que
nuestro polinomio es irreducible en Z[X]. A

El dltimo ejemplo funciona porque todos los coeficientes del polinomio son divisibles por 2 y el coefi-
ciente constante no es divisible por 4. Esto se generaliza de la siguiente manera.

5.4.2. Teorema (Criterio de Eisenstein). Sean A un dominioy p € A un elemento primo. Sea
f=X"+a,1 X" 1+ va; X +ap

un polinomio madnico con coeficientes en A tales que p | a; para todo i =0,1,...,n—1, pero p?{ ay. Entonces, f es
irreducible.

Demostracion. Asumamos que f esreducibley f = gh donde g, h ¢ A[X]* = A*. Notamos que necesariamente
1<degg,degh<n

—si uno de estos polinomios fuera constante, este seria invertible, dado que f es un polinomio moénico.
Reduciendo médulo p, se obtiene una identidad

X'=f=gh enAl(p)X]

*Nikolai Chebotarév (1894-1947), matematico soviético.



5.5. Irreducibilidad de <I>pk

por la hip6tesis sobre los coeficientes de f. Puesto que p es primo, el cociente A/(p) es un dominio, y pode-
mos encajarlo en su cuerpo de fracciones K := Frac A/ (p). La identidad de arriba considerada en K[X] implica
que

g= ch, h=c! Xé,

para alglin ce K* y k+ ¢ = n. Notamos que k< degg y ¢ < degh, asi que k, ¢ < n, lo que implica que k,¢ > 0.
Sin embargo, si ambos g y h se reducen a un polinomio sin término constante, esto significa que los

términos constantes de g y & son divisibles por p. Esto implicaria que el término constante de f es divisible

por p? que no es el caso por nuestra hipétesis. [ |

5.4.3. Ejemplo. Probemos que el polinomio f = X2+ Y2 — Z? es irreducible en el anillo C[X, Y, Z].
Usando la identificacién C[X, Y, Z] = C[Y, Z][X], podemos considerar f como un polinomio en X con tér-
mino constante Y2 — Z2. Notamos que Y? - Z? es reducible en C[Y, Z]: se tiene

Y2-Z2=(Y+2)(Y - 2).

El polinomio lineal p:= Y + Z es irreducible, y tenemos p | (Y2 - Z2), pero p? (Y2 — Z?). Entonces, el criterio
de Eisenstein implica que f es irreducible. Podemos generalizar este argumento al caso de

f= X"+Y"-Z"€C[X,Y, 7).
Notamos que Y" — Z" se factoriza en distintos polinomios lineales C[Y, Z]:

vi-z"= J] w-¢ko.
O<k<n-1

En particular, para el polinomio p:= Y - Z se tiene p | (Y" - Z™), pero p*{ (Y" - Z™).

Las ecuaciones de la forma X" +Y"— Z" se conocen como las ecuaciones de Fermat. El iltimo teorema
de Fermat (demostrado en 1995 por el matematico inglés Andrew Wiles con ayuda de Richard Taylor) afirma
que para n > 2 sus Unicas soluciones racionales son de la forma

{(x,0,x), (0, y, 1}, n impar,
{(£x,0,£x),(0,£y,+y)}, npar.

5.5 Irreducibilidad de D

Una aplicacién tipica del criterio de Eisenstein es la irreducibilidad de los polinomios ciclotémicos

k- k- k-
® =XV Y- xp -2 x P e 71X,

Aqui el término constante es igual a 1, asi que el criterio de Eisenstein no se aplica directamente. Para este
motivo vamos a sustituir X + 1 en lugar de X. Por ejemplo,

Og(X+1)=X+D*+1=X*+4X3+6X>+4X +2,
y el criterio de Eisenstein si funciona para p = 2.
5.5.1.Lema. Paratodo a € A un polinomio no constante f € A[X] es irreducible siy solo si f(X+a) es irreducible.

Demostracion. Notamos que deg f(X) = deg f(X + a). Una factorizacién no trivial f(X + a) = g(X) h(X) nos
daria una factorizacién f(X) = g(X — a) h(X — a). [ ]

5.5.2. Proposicion. Para todo primo p el polinomio ®, es irreducible en Z[X] (y entonces en Q[X]).
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Capitulo 5. Factorizacién de polinomios

Demostracion. El polinomio ®,(X) es irreducible siy solo si ®,(X +1) es irreducible. Notamos que

_(X+DP-1 1 Pl xk
X+ D= _Xls%sp(k)x

(Z)X(ppl)x(’;)x(’;)x(’f)

pI(Z) paratodol<k<p y pzf(f)zp.

Los coeficientes de arriba satisfacen

Entonces, se puede aplicar el criterio de Eisenstein para el primo p. [ |

5.5.3. Proposicion. Para todo primo py k=1 el polinomio D, es irreducible en Z[X] (y entonces en Q[X]).

Demostracion. Ya vimos el caso de k = 1. Podemos asumir entonces que k = 2. De nuevo, consideremos la
sustitucién

p*_ .
KeD” =1 g it

o (X+1)=———F—
P X+DP =1 g<igh

Tenemos para todo k =2
X+1)” " =xP 41 (mod p),

y luego

D (X+1)= Yy (Xl”k_1+1)i:k_]—
0si=p-1 (XP +1) -1

k— k
p p_ p
= (X +D 1 = X — = ka_l(pil) (Hléd p)
xp!

Esto significa que todos los coeficientes menores de @« (X +1) son divisibles por p. El coeficiente constante
esigual a

© (1) = 0,17 ) =D, (1) = p,

y de nuevo podemos aplicar el criterio de Eisenstein. [ |

5.6 Irreducibilidad de @, (&)

En realidad, cualquier polinomio ciclotémico @,, es irreducible en Z[X], no solamente cuando n = pk.

Esto fue probado por Gauss y no es tan facil. Primero formulemos algunos lemas.

5.6.1. Lema. Sea ( cualquier raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces, todas las raices n-ésimas primitivas
son de la forma ¢* para mcd(k, n) = 1.

Demostracién. Las raices n-ésimas primitivas son precisamente ¢¥, donde ¢,, = ¢**/" y med(k, n) = 1. Ahora
supongamos que { =( ’f, Tenemos 1 = an + bk para algunos a, b € Z. Tenemos mcd(b, n) = 1. Notamos que

==, (= =

11



5.6. Irreducibilidad de @, (&%)

5.6.2. Ejemplo. Las raices octavas primitivas son
(8! (g’ cg) cg
Podemos escribirlas como
(s=W)° (& (=) G=° A
5.6.3. Lema (Polinomio minimo). Sean a € C un ntimero complejoy f € Z|X] un polinomio madnico irreducible

tal que f(a) =0. Si g € Z[X] es otro polinomio mdnico tal que g(a) =0, entonces f | g.

Demostracion. La irreducibilidad de f en Z[X] implica su irreducibilidad en Q[X]. Notamos que f y g perte-
necen al niicleo del homomorfismo de evaluacién

$:QX]—C, h— h(a).

Pero Q[X] es un dominio de factorizacién tnica, asi que ker¢ = (h) para algin polinomio no constante h €
QI[X]. Tenemos entonces k| f y k| g. La irreducibilidad de f implica que k ~ f, y luego f| g en Q[X]. Dado
que fy g son monicos, se sigue que f| g en Z[X]. [ ]

Normalmente los polinomios ciclotomicos @, se vuelven reducibles en F,[X], como en el caso de ®g que
se vuelve reducible médulo cualquier primo p. Sin embargo, nuestro argumento ocupard de alguna manera
ingeniosa las factorizaciones de ®, en F,[X].

5.6.4. Lema. Para cualquier polinomio g € F,[X] se cumple g(X”) = gP.

Demostracion. Usando la férmula del binomio en caracteristica p y el pequeno teorema de Fermat a” = a
para todo a € F), tenemos

(An X"+ an 1 X"+ vy X+ ag)’ = an XP) + a1 XP)Y7 L4+ ag XP + a. ]
5.6.5. Ejemplo. (X?+X+1)?=X*+2X3+3X?+2X+1=X*+X%+1 (mbd 2). A

5.6.6. Lema. Si p{n, entonces en la factorizacion del polinomio ciclotémico ®,, en F,[X] no hay factores repe-
tidos.

Demostracion. Gracias a la formula
X"-1=[]®,
din

seria suficiente probar que en la factorizacion de X" -1 en F,, [X] no hay factores repetidos. Supongamos que
en F,[X]

para algunos polinomios no constantes f, g € F,[X]. Luego, tomando las derivadas se obtiene

nX"'=2ff'g+fig'=ff'g+fgh
Entonces, f| (X" -1)y f|nX""L. Sin embargo, si pt n, entonces mcd(X" —1,n X" 1) = 1. Esto se sigue por
ejemplo, de la identidad de Bézout
X n-1 n
;-(nX ) -(X"-1)=1. |

5.6.7. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 5.3.10. El polinomio ciclotémico ®g = X*+1 se factoriza en F,[X] como
(X +1)*. Luego, si p=1 (méd 8), entonces X*+1 es un producto de cuatro diferentes polinomios lineales, y
si p=3,5,7 (méd 8), entonces X* +1 es un producto de dos diferentes polinomios cuadraticos irreducibles.
Los factores repetidos salen solo para p = 2. A

5.6.8. Teorema (Gauss). Para cualquier n=1,2,3,... el polinomio ciclotémico ®,, es irreducible en Z[X] (y en-
tonces en Q[X]).

12



Capitulo 5. Factorizacién de polinomios

Demostracion. Escribamos
O,=fg

para algunos polinomios f, g € Z[X], donde f es irreducible. Dado que ®,, es mdnico, el coeficiente mayor
de fy g es +1, y podemos asumir que son también moénicos. Sea ¢ una raiz n-ésima primitiva. Tenemos
entonces

D, ) =fOg)=0.

Esto implica que f({) =0 o g() = 0. Puesto que f no es constante, alguna raiz n-ésima primitiva ¢ debe ser
una raiz de f, y nuestro objetivo es probar que todas las raices primitivas

Ck, mcd(k,n) =1
son raices de f.

Asumamos entonces que f({) =0y sea p un nimero primo tal que pt n. Entonces, {¥ es también una raiz
n-ésima primitiva y
©,(¢P)=fP) g") =0.

Asumamos que g(¢(”) = 0. Luego, el lema 5.6.3 implica que f | g(X?) en Z[X]. Reduciendo mddulo p y apli-
cando el lema 5.6.4, se obtiene f | g” en F,[X]. Pero esto implica que @, = g tiene un factor repetido en su
factorizacion en F,,[X], lo que contradice el lema 5.6.6. Entonces, f({?) = 0.

Esto demuestra que para cualquier primo p tal que p 1 n se tiene

fQ=0= f@"=o.

Ahora todas las raices n-ésimas primitivas son de la forma ¢¥ donde mcd(n, k) = 1. Podemos factorizar en-
tonces k = p; --- ps donde p; son primos (no necesariamente diferentes) tales que p; t n, y luego

= (@PnyPyyPs.

El argumento de arriba nos dice que f({P!) = 0. Luego, el mismo argumento aplicado a (P! demuestra que
F((EP1)P2) = 0, etcétera, y en fin £({*¥) = 0. Entonces, todas las raices n-ésimas primitivas son raices de fy por
ende g=1. [ ]

5.6.9. Digresion. La idea principal del argumento de arriba es probar que si para un polinomio f € Z[X] se
tiene f({) = 0 para una raiz n-ésima primitiva {, entonces f((k) =0 para todo k tal que mcd(k,n) =1.

He aqui otro modo de establecerlo. Primero notamos que para cualquier primo p se tiene f((?) = f(()”
(méd p) en el anillo Z[{,]. En efecto, Z[{,]/(p) es un anillo de caracteristica p, y luego

1

FUPY=x"P 4 @y x" VP raixP v ag= (X" + amo X+ arx+ag)? = FQOP (méd p).

Ahora, el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas (!) afirma que para todo k
tal que mcd(k, n) = 1 hay un ndmero infinito de primos p que cumplen p = k (méd n). Entonces,

plfEP) =" enzig,

para un nimero infinito de p, lo que implica que f((*) = 0.
Sin embargo, no es tan facil demostrar el teorema de Dirichlet: la prueba se basa en la teoria de nimeros
analitica. El lector interesado puede consultar [[R1990, Chapter 16].

5.6.10. Comentario. El 12 de junio de 1808 Gauss anot6 en su diario matematico que habia probado la
irreducibilidad de ®,, para cualquier n. Sin embargo, su argumento original se considera perdido. La primera
demostracion publicada pertenece a Kronecker (1854).
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5.6. Irreducibilidad de @, (&%)

Gauss hizo un estudio extensivo de las raices de la unidad y polinomios ciclotémicos en su tratado “Dis-
quisitiones Arithmeticae” publicado en 1801 [Gau1801]. Como una aplicacién curiosa de la teoria, él encon-
tré una expresion algebraica para la raiz de la unidad

=COS|— rsen|—|.
17 17 17

A saber,

2n 11 1 1
cos(—) =——+—\/ﬁ+ﬁx/34—2\/ﬁ+§\/17+3\/17—\/34—2\/17—2\/34+2V17

16 16
(v luego sen(27/17) se encuentra como /1 —cos?(27/17)). Puesto que las raices cuadradas pueden ser cons-

truidas con regla y compas, esto demuestra la posibilidad de construir con regla y compas el heptadecagono
(el poligono regular de 17 lados).

Gauss estaba tan orgulloso de su descubrimiento que queria grabar el heptadecagono en su lapida, pero
el artesano encargado se neg6, dado que esta figura no se distinguiria del circulo.

14



Capitulo 5. Factorizacién de polinomios

5.7 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Demuestre que para todo n=1,2,3,... el polinomio (X -1)(X-2)---(X — n) — 1 es irreducible
en Z[X].

Ejercicio 5.2. El contenido puede ser definido de otra manera mas transparente. Como siempre, denotemos
por A un dominio de factorizacién tinica y por K el cuerpo de fracciones de A.

a) Demuestre que para f =a, X" +---+ a; X + ag € A[X] se tiene cont(f) = mcd(ag, a1, ..., dn).

b) Demuestre que todo polinomio f € K[X] puede ser escrito como % g, donde d € Ay g € A[X], y luego
cont(f) = %;(g).

Ejercicio 5.3. Sean A un dominio de factorizacién tnica, y f, g € A[X]. Demuestre que
cont(mcd(f, g)) = mcd(cont(f), cont(g)).

Ejercicio 5.4. Sean k un cuerpo, f € k[Xj,..., X,] un polinomio en n variablesy f = f;"' --- f;" una factoriza-
cién de f, donde fi,..., f; son polinomios irreducibles no asociados entre siy mj,..., ms = 1. Demuestre que
para cualquier otro polinomio g € k[Xj,..., X,,] las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f"|gparaalginr=1,23,...;
b) fi--fslg.

Sugerencia: use el hecho de que k[X;,..., X,] es un dominio de factorizacion tinica y factorice f" y g en polinomios
irreducibles.

Ejercicio 5.5 (Teorema de las raices racionales). Sea
f=anX"+ap 1 X" 1+ +ay X +age Z[X]

un polinomio con coeficientes enteros. Demuestre que si { es una raiz racional de f tal que mcd(a,b) =1,
entonces alayy b| ay.
Sugerencia: extraiga el factor lineal (bX — a) de f.

Ejercicio 5.6. Sea c un entero no nulo.

a) Demuestre que el polinomio X3 + nX + ¢ es irreducible en Q[X] para todo 7 € Z, salvo un ndmero finito
de excepciones.

b) En particular, para c = 2 encuentre las factorizaciones del polinomio f = X3 + nX +2 para todo n.
Sugerencia: use el ejercicio anterior.
Ejercicio 5.7. Demuestre que el polinomio f:= X3 +2X +1 es irreducible en Q[X] usando

a) el lema de Gauss y la reduccién mddulo algiin primo p;

b) el teorema de las raices racionales.
Ejercicio 5.8. Consideremos el polinomio f = X3 +8X? +6 € Z[X].

a) Demuestre que f es irreducible en Q[X] usando el criterio de Eisenstein.

b) Demuestre que f es irreducible en Q[X] usando el teorema de las raices racionales.

¢) Factorice f en F,[X] para p=2,3,5,7.

(En efecto, el primer primo p tal que f queda irreducible en FplX] es 29.)
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5.7. Ejercicios

Ejercicio 5.9. Encuentre un polinomio ctbico irreducible f € Q[X] que tiene tres raices reales.

Ejercicio 5.10. Demuestre que el polinomio X" — p es irreducible en Q[X] para todo primo p = 2,3,5,7,... y
todon=1,2,3,...

Ejercicio 5.11. Factorice el polinomio X" + Y” en polinomios lineales en C[X, Y].

Ejercicio 5.12. Para un niimero primo p, factorice el polinomio ciclotémico @, en Fp[X].

Ejercicio 5.13. Demuestre que el polinomio Y” - X3+ X es irreducible en el anillo k[X, Y], donde n=1,2,3,...
y k es cualquier cuerpo.

Ejercicio 5.14. Consideremos el polinomio
fi=X*-10X*+1€Q[X].
a) Demuestre que f no tiene factores lineales en Q[X].
b) Demuestre que f no se factoriza en dos polinomios cuadraticos en Z[X].

¢) Deduzca de b) que f tampoco se factoriza en dos polinomios quadraticos en Q[X].
(Sugerencia: use el contenido.)

d) Deduzca de a), b), c) que f es irreducible en Q[X].
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