Capitulo 6
Grupos

En este capitulo vamos a introducir otra estructura algebraica fundamental que es grupo, investigar sus
propiedades basicas y ver varios ejemplos importantes.

6.1 Definicion de grupo

6.1.1. Definiciéon. Un grupo es un conjunto G dotado de una operacién binaria

GxG—G,
(gh)—g-h

que satisface las siguientes propiedades.
G1) La operacion - es asociativa: para cualesquiera g, i, k € G tenemos
(g-h)-k=g-(h-k).
G2) Existe un elemento neutro 1 € G tal que
l.g=g=g1
para todo g€ G.

G3) Para todo elemento g € G existe su inverso g~! € G tal que

g-gl=1=g""g

Desde el principio serd conveniente omitir el simbolo - y escribir simplemente “gh” en lugar de g- h.
6.1.2. Definicion. Si G es un conjunto finito, el nimero |G| se llama el orden de G.
6.1.3. Definicion. Sila operacién en G es conmutativa, es decir
gh=hg

para cualesquiera g, h € G, entonces se dice que G es un grupo abeliano o conmutativo.
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Como siempre, el primer ejemplo es trivial.

6.1.4. Ejemplo. Un conjunto de un elemento {1} puede ser dotado de manera Ginica de estructura de un
grupo. Este se llama el grupo trivial. Es abeliano (trivialmente). Por abuso de notacién este también se
denota por 1. A

Para dar alguna motivacion, aqui estan varios grupos no triviales.

6.1.5. Ejemplo. Para un conjunto X las biyecciones ¢: X — X forman un grupo. Esto se sigue de la discusion
en el capitulo 0. Este grupo no es abeliano si X tiene mas de dos elementos. Para mas detalles sobre este
tipo de grupos, véase la seccion §6.3. A

6.1.6. Ejemplo. Las matrices invertibles de n x n con coeficientes en un cuerpo k (o en general en cualquier
anillo conmutativo A) forman un grupo. Este grupo tampoco es abeliano cuando n > 1. Este ejemplo sera
considerado en la seccién §6.4. A

6.1.7. Ejemplo. Un ejemplo tipico de grupos abelianos son los niimeros enteros Z respecto a la operacion
de la suma +. En este caso el elemento neutro es 0 y el elemento “inverso” para a € Z es —a. De la misma
manera, los restos médulo »n forman un grupo abeliano Z/nZ respecto a la suma. A

Para mas ejemplos interesantes, el lector debe tener paciencia y esperar la siguiente seccién. Hagamos
primero algunas observaciones sobre las propiedades que se siguen inmediatamente de los axiomas de gru-

po.

1) En un grupo hay un elemento neutro tnico 1€ G.

De hecho, asumamos que 1y 1’ son dos elementos que cumplen
l.g=g=g'1, l''g=g=g1
paratodo ge G. Luego,1=1"-1=1".

2) Para g € G un elemento inverso g~! tal que gg~! =1 = g 'g es tinico. Esto justifica la notacién “g=1”.

De hecho, si tenemos dos elementos inversos g’y g”:

gg'=1=g"-g gg'=e=g"g

entonces
¢=g1=¢ g =(ggg =1-g'=g".

3) Se cumple la asociatividad generalizada: en una expresion

818283 -8n

todos los posibles modos de poner los paréntesis dan el mismo resultado. Aqui funciona el mismo
argumento inductivo que vimos en el capitulo 0 para las composiciones de aplicaciones.

4) Se tiene (g7!)"! = g para todo g€ G.
5) Para un producto de dos elementos gh se tiene
(gh)—l — h_lg_l,

y en general,

(8182 8n-18n) ' = gglg;,llmgilgfl-
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Capitulo 6. Grupos 6.1. Definicién de grupo

6) Se cumple la cancelacion:
gh/:gh//:h/:h/l, g,hIgNhEg,Ig"

para cualesquiera g,g’,g", h, i/, h" € G.

Por ejemplo, el el primer caso, multiplicando la identidad g ' = g h” por g! por laizquierda, se obtiene
g—l (gh/) — g—l (gh")
Luego,
h/ — l'h’ - (g—lg)h/ :g—l (gh') — g—l (gh”) — (g—lg) hu - l-h” — ]’l”.

De la misma manera, la identidad g’h = g”h puede ser multiplicada por #~! por la derecha.

6.1.8. Comentario. Nuestra definicion de grupo usa la notacién multiplicativa: la operacién se denota por
“g-h” o simplemente “gh” porque la consideramos como una especie de producto. (Solo hay que recordar
que a priori este producto no es conmutativo: en general gh # hg cuando el grupo no es abeliano.) Por este
motivo el elemento neutro se denota por 1.

Si el grupo es abeliano, es comun la notacién aditiva: en vez de “gh” se escribe “g + h”. En este caso el
elemento neutro se denota por 0. Los grupos abelianos suelen denotarse por las letras A, B, C, y sus elementos
por a, b, c. En vez de elementos inversos se habla de los elementos opuestos que se denotan por —a:

a+(-a)=0=(-a)+a.
6.1.9. Notacion. Serd til la notacién parage Gy nez

g8 sin>0,

——
n. nveces

) 1, sin=0,
(g™, sin<o.
Note que se tiene la identidad

(gm)n — gmn‘

No olvidemos que la multiplicacién no es conmutativa en general, asi que, por ejemplo, (gh)? = ghgh,y en
general no es lo mismo que g?h? = gghh.
En el caso aditivo se usa la notacion correspondiente

a+---+a, Sin>0,
——

nveces
0, sin=0,

—((-nm)-a), sin<O.
Note que si A es un grupo abeliano, entonces para cualesquiera m,n€ Z, a, b € A se tiene

(m+n)-a=m-a+n-a,
m-(a+b)=m-a+m-b,
(mn)-a=m-(n-a),

l-a=a.

Desde el principio seria oportuno introducir la nocién de subgrupo.

6.1.10. Definicion. Sea G un grupo. Se dice que un subconjunto H < G es un subgrupo de G si
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1) 1eH,
2) para cualesquiera hy, hy € H tenemos hyhy € H,
3) paratodo he H tenemos h~' € H.

Las condiciones 1)-3) implican que H es también un grupo respecto a la misma operacion. Yaque hh~! =
1 para todo h € H, la condicién 1) sirve solo para decir que H # @.

6.1.11. Ejemplo. Todo grupo G tiene por lo menos dos subgrupos: el subgrupo trivial 1 y el mismo G. Los
subgrupos distintos de estos dos se llaman subgrupos propios de G. A

6.1.12. Observacion. Si H; < G es una familia de subgrupos de G, entonces su interseccion (; H; es también un
subgrupo. O

6.1.13. Observacion. Si
Hi<cHy<cH3;<:---<G

es una cadena de subgrupos de G, entonces la union \J; H; es también un subgrupo. O

6.2 Primeros ejemplos de grupos

Ya hemos visto algunos grupos cuando estabamos hablando de anillos.

6.2.1. Ejemplo. Si A es un anillo, entonces por la definicion, este es un grupo abeliano respecto a la suma.
La definicion de ideal a =€ A implica que a es un subgrupo de A. A

6.2.2. Comentario. Cuando algo forma un grupo respecto a la suma, se dice que es un grupo aditivo.

6.2.3. Ejemplo. Los nimeros enteros Z forman un grupo abeliano respecto a la suma. Los nliimeros divisi-
bles por n forman un subgrupo
nZ:.={nala€”Z}c”.

Notamos que si m | n, entonces nZ es un subgrupo de mZ. A

6.2.4. Ejemplo. Por la definicién, todo espacio vectorial es un grupo abeliano respecto a la adicién de vec-
tores. Por ejemplo, para todo cuerpo k, el espacio vectorial k" es un grupo abeliano. A

6.2.5. Ejemplo. Si A es un anillo, entonces los elementos invertibles A* forman un grupo respecto a la
multiplicacién, también conocido como el grupo de unidades de A. Notamos que si A< B es un subanillo,
entonces A* < B* es un subgrupo. A

6.2.6. Comentario. Cuando algo forma un grupo respecto a la multiplicacién, se dice que es un grupo
multiplicativo.

6.2.7. Ejemplo. Enun cuerpo todo elemento no nulo x € k tiene su inverso x™!

viene dado por

, asi que el grupo de unidades

k* =k\{0}.
Es abeliano (por nuestra definicién, la multiplicacién en un cuerpo es conmutativa). A

6.2.8. Ejemplo. Tenemos Z* = {+1} con la tabla de multiplicacién

+1 -1
+1 +1 -1
-1 -1 +1
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6.2. Primeros ejemplos de grupos

6.2.9. Ejemplo. Tenemos una cadena de subgrupos aditivos

que nos da la cadena correspondiente de subgrupos multiplicativos

ZcQcRcC

{(+1}cQ* cR* < C”.

A

6.2.10. Ejemplo. El grupo Q* tiene como su subgrupo el conjunto Q-( formado por los niimeros racionales
positivos. De la misma manera, los niimeros reales positivos R, forman un subgrupo de R*. A

6.2.11. Ejemplo. Tenemos

ZIV21* = {+(1+V2)" | nez}.

La multiplicacién de estos elementos viene dada por

WA+vV2™-w1+V2)"Y) = uv1+v2)"",

donde u, v = +1. A
6.2.12. Ejemplo. Tenemos Z[i]* = {+1,+i,—1,—i} con la tabla de multiplicacién
+1 +1 -1 —i
+1 +1 +i -1 -1
+i +i -1 —i +1
-1 -1 -1 +1 +i
- -1 +1 +i -1
Notamos que aqui se trata nada mads de las raices cuartas de la unidad:
711 = 11,04, (5, 30
La tabla de arriba puede ser reescrita como
1 (4 ; a
1 1 Ca 4 &
4 (4 ; [ 1
G G G 1 (4
gl a | v a4
A
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6.2.13. Ejemplo. SiA=Z [%E], entonces tenemos

X

1+v-3
2

= {1r (Gr ((zir (2) (4» (2}

con la multiplicaciéon
056 =0T A

Los dltimos ejemplos sugieren considerar los grupos formados por las raices de la unidad. Primero no-
tamos que |(X| = 1, asi que todas las raices de la unidad estan en el circulo unitario en el plano complejo.

6.2.14. Ejemplo. El conjunto de los niimeros complejos de valor absoluto 1
Sl:={zeCllzl=1}={e'? |0 < p <27}

es un subgrupo de C* respecto a la multiplicacién. Este grupo se llama el grupo del circulo.

Im
z12p = e!@+V) zp=elV

z; = e'®

Re

Notamos que el producto e'? - e'¥ = ¢! @+¥) corresponde a la suma de dngulos ¢ + v, solo que hay que
sumarlos médulo 27. A

6.2.15. Ejemplo. Las raices n-ésimas de la unidad forman un subgrupo
(@€ ={z€Cl2"=11={1,{p, (7. (SN

Im

(5=03 (s

(3=0=-1 1

Re

=0 ¢
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Si m | n, entonces z =1 implica z" = 1y se ve que y,,(C) es un subgrupo de u,(C). Por ejemplo, en el
dibujo de arriba tenemos
@ cus@ vy p3(C) < ug(C).

Todas las raices de la unidad forman un subgrupo del grupo del circulo

Hoo(C) = {z€C* | 2" =1 paraalgin n=1,2,3,...} = |J un(C) = {e*"? | p € Q}.

n=1
Tenemos entonces una cadena de subgrupos

m@© ™ " 1,(0) € poo(© €S e T, A

6.3 Grupo simétrico

Un ejemplo fundamental son grupos de permutacién, también conocidos como grupos simétricos.

6.3.1. Definicion. Sea X un conjunto. Sio: X — X es una biyeccién, se dice también que ¢ es una permuta-
cion de los elementos de X. El conjunto de todas estas permutaciones se denota por Sx vy se llama el grupo
simétrico sobre los elementos de X.

En particular, si X ={1,..., n}, entonces se usa la notaciéon

La discusion en el capitulo 0 significa que Sy, y en particular S,, son grupos respecto a la composicién o.
Desde el principio sera conveniente omitir el simbolo de la composicion: para dos permutaciones o,7: X — X
la composicién 7 oo serd denotada simplemente por to. Esta es una especie de multiplicacién, pero en
general 7o #o7.

6.3.2. Observacion. Tenemos |S,| = n! O

6.3.3. Ejemplo. Los grupos Sy y S; son triviales. El grupo S, consiste en dos permutaciones: la permutacion
identidad id y la permutacién que intercambia 1y 2:

o:1—2, 2—1. A

6.3.4. Notacion. Una permutacién o € S,, puede representarse mediante una tabla donde en la primera fila
estan los nimeros i = 1,2,...,ny en la segunda fila estan sus imagenes correspondientes o (i):

1 2 3 n
ol o@2) o3 - ol

Notamos que el hecho de que ¢ sea una biyeccién significa precisamente que los nimeros en la segunda
fila no se repiten.

6.3.5. Ejemplo. Los elementos de S, pueden ser representados por las tablas

(12 (12
ld_(l 2)’ "‘(2 1)'

El grupo simétrico S3 consiste en 6 elementos

1 2 3) (1 2 3} (1 23 (1 23 (123 (123
©.1) ‘d‘(123)’(213)'(132)’(321)’(231)'(312)'
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Notamos que en general, dos permutaciones o, 7 € S, no conmutan; es decir,

OT #710.

En el caso de S3 tenemos

1 2 31 2 3 1 2 3
(6.2) (2 1 3)'(1 3 2)_(2 3 1)’
mientras que

1 2 31 2 3 1 3
6.3) (1 3 2)'(2 1 3)‘(3 1 2)
Este ejemplo demuestra que S, no es abeliano para n = 3. A

Permutaciones ciclicas

Una clase importante de permutaciones son las permutaciones ciclicas.

6.3.6. Definicion. Para 1 < k < n sean iy, i, i3,..., iy algunos nimeros distintos entre 1y n. Definamos una
permutacién o por

o(iy):=ip, o(i2):=i3, ..., 0O(ix-1):=if, o) =0

o(j)=j parajé¢iy,izis,..., i}

Entonces, se dice que ¢ es una permutacion ciclica de orden k o un k-ciclo y se escribe
0 =(iy iz -+ Qg1 ip)-

VAl

Lj 5]

\ ]

ik*l
A

La permutacién identidad id se considera como la permutacion ciclica de orden 1, ya que esta corresponde
a (i) para cualquier i € {1,..., n}.

6.3.7. Definicion. Los 2-ciclos o = (i j) reciben el nombre especial de transposiciones.
Note que la transposicion (i j) intercambia i con j y deja otros elementos intactos.
En un ciclo, los indices en paréntesis pueden ser permutados ciclicamente y el resultado no cambia:
123)=231)=312).

Por esto normalmente se escoge la presentacion (i i, ---ix_1 ix) donde i; es el nimero minimo (en el ejemplo
de arriba es (1 2 3)).
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6.3.8. Ejemplo. El grupo simétrico S; consiste en permutaciones ciclicas; sus elementos, enumerados en

(6.1), también pueden ser escritos como

id, (12), (23),(13),(123), 132).

Compilemos la tabla de composicién de permutaciones en S; en términos de ciclos. Por ejemplo, las

formulas (6.2) y (6.3) pueden ser escritas como
12)23)=0123), (2312)=0132).

Haciendo célculos similares, se obtiene

o id 12) 23) 13) 123 (@132
id id (12) 23) (13) 123 @32
(12) 12) id 123 @32 23) (13)

(23) (23) (132) id (123) (13) (12)

(13) (13) 123 (@132 id 12 23)

123) | 123) (13) (12) (23) 132 id

(132) | 132 23) 13 12 id (123)

6.3.9. Observacion. La permutacion inversa a un k-ciclo es también un k-ciclo, dado por
.. .1 .. . coe . .
(iy iz -+ Ix) " = (g -1 -~ 1) = (01 g k-1 - T2).

6.3.10. Definicion. Sedice quedoscicloso = (i1 i -+ ix) YT = (j1 j2 - je) €n S, sondisjuntos si {iy, iz,
{jler)---rj[}:¢-

6.3.11. Observacion. Sio y 1 son ciclos disjuntos, entonces ot = 70.

No todas las permutaciones son ciclicas. Por ejemplo, en el grupo S, se tiene

(1234

9 1 4 3)=(12)(34).

En general, tenemos el siguiente resultado.

L IEN

6.3.12. Proposicion. Toda permutacion o € S, puede ser escrita como una composicion de ciclos disjuntos.

Demostracion. Fijemos una permutacion o € S,, y consideremos sus potencias

id, o, 02, 03, ...€8,.

Dado que S, es finito, en esta lista necesariamente hay repeticiones: se tiene ¢? = g9 para algunos 0 < g < p.

Luego, P~ =id, y en particular ¢”~9-! = ¢!, Esto significa que la permutacién inversa ¢! puede ser
como ¢ para algiin meN.
Consideremos la siguiente relacion sobre {1,2,..., n}: pongamos

i~j < i=0"(j) paraalgin peN.

9
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Notamos que la relacion es reflexiva: i = 0°(i). Ademds, es simétrica:
i=oP ()= j=0"P@{)=0""().
En fin, la relacion es transitiva: tenemos
i=dP(j), j=ok) = i=0c""k).

Podemos concluir que {1,2,..., n} se descompone en una unioén disjunta de clases de equivalencia. Ahora
para la clase
[i] ={oP (i) | peN}
consideremos la lista
i,0(i), 0%(0), ..., aP(i).
Sea p el minimo ntmero natural tal que en esta lista hay repeticiones. Si o” (i) = ¢7(i) para algin 0 < g < p,
entonces tenemos o”~9(i) = i, lo que contradice la minimalidad de p. Podemos concluir que se tiene o” (i) = i
y los nimeros
i—0a(i)—0*({)—-—a’ @)~ oPi)=i

forman un ciclo. u
6.3.13. Ejemplo. Analizando la permutacién

(1 2 3 4

4 7 1 3

[S2 BN

5 6
8 6
se obtiene la descomposicién

oc=(143)(2758)(9 10).

10

A

6.3.14. Definicién. Para o € S, consideremos su descomposicién en ciclos disjuntos. La sucesién de 6rde-
nes de estos ciclos se llama el tipo de ciclo de o.

Todos los tipos de ciclo posibles en S,, corresponden a las particiones de n en una suma de nimeros
positivos. Por ejemplo, para n = 4 tenemos las siguientes opciones.

1+1+1+1
1+1+2
2+2

1+3

4

() (¢)(¢)(») =1id
() (e) (0 0)=(o9)
(o o) (o 0)

(e)(o @ o) =(o o @)

(....)

A |

6.3.15. Ejemplo. Con un poco de cuidado para no olvidar ninguna permutacién y no escribirla dos veces,
encontramos la lista completa de los elementos de S;:

id,
12, @13, (14, @23, 249, B4,
123, (124, (132, (134, (142), (143), (234, (243),
12)34, (1324, 1423,
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

(Notamos que el nimero total es 1+6+8+3+6 =24 =4!) A

10
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6.3.16. Proposicion. En S, hay
n!

[T, M,!- eMe
permutaciones con la descomposicion en ciclos disjuntos de la forma

(64) o= (e):---(o) (0 .)...(. o) (ooo)...(ooo)u-
N—— ~~

M; puntos fijos M, transposiciones Ms ciclos de orden 3

(aqui My + M, -2+ Mz-3+---=n).

Demostracion. Hay n! posibilidades de colocar los nimeros {1,...,n} en lugar de « en (6.4). En cada serie de
M, ciclos de longitud ¢, podemos escribir los ciclos en otro orden, y el resultado no cambia, asi que hay
que dividir n! por [I, M,!. También para cada ciclo de longitud ¢, hay ¢ modos equivalentes de escribirlo
permutando los indices ciclicamente. Por esto hay que dividir todo por [], ¢M¢. [ |

6.3.17. Ejemplo. Sinos interesan los k-ciclos en S, (donde 1 < k < n), tenemos

Mlz(n,—k), MZZ"‘:M]C—IZO) Mkzl, Mk+1:Mk+2:"':0
y la férmula nos da
n!
(n—k!-k’
En particular, hay (}) transposiciones. A

6.3.18. Ejemplo. En S5 tenemos

= la permutacién identidad id,

» 10 =2 transposiciones (s +),

20= 2% ciclos (s o o),

30=3 ciclos (s » o o),

24=2ciclos (s o o o),
= 15 = ;%> permutaciones (s «) (s o),
» 20 =2 permutaciones (e o) (s * o). A
6.3.19. Definicién. Para o,7 € S, la permutacion ro77! € S, se llama la conjugacién de o por .
6.3.20. Observacion. Para dos permutaciones o,t € Sy, Si
ogi—J,

entonces
ot (i) — 7(j). O

6.3.21. Corolario. Para un k-ciclo o = (iy ip --- i}) Yy permutacion t € S, la conjugacioén de o por t es también
un k-ciclo dado por
Ty dp - ()T = (1) T() -+ T(R)).

En general, la conjugacion no cambia el tipo de ciclo de una permutacion. Dos permutaciones o,0’ € S, son
conjugadas (o' = tot1~! para alguna permutacion t € S,,) si y solamente si tienen el mismo tipo de ciclo.
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Demostracion. Todo esto esta claro de la observacién precedente: la conjugacién nada mas cambia la nu-
meracién de nuestros elementos {1,2,..., n}. Para una permutacion

g=(o0 - 0)(s 0 - 0)c-(o 0 - 0)

la conjugacién por t nos da

1

70T =T(e o --- o)‘[_l‘[(o ® .- o)‘[_l

cooT(o 0 --o o)‘[_l,

y aqui para cada k-ciclo (e » --- #) en la descomposicién su conjugado 7 (s o --- ¢)7~! es también un k-ciclo.

Si al principio los ciclos son disjuntos, los conjugados son también disjuntos, puesto que 7 es una biyeccion.
Ahora si o y ¢’ son dos permutaciones que tienen el mismo tipo de ciclo, esto significa que son idénticas

salvo renumeracién de los elementos {1,2,..., n}. Esta renumeracion se realiza por cierta permutacién r € S,

yo' =tor L. [ ]

6.4 Grupo lineal general

En los cursos bésicos de dlgebra lineal mucho tiempo se dedica a multiplicacién e inversion de matrices.
De hecho, detras de todo esto hay un grupo.

6.4.1. Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo. Consideremos todas las aplicaciones lineales
invertibles f: V — V. Estas forman un grupo respecto a la composicién habitual de aplicaciones. El elemen-
to neutro es la aplicacién identidad y los elementos inversos son las aplicaciones inversas . Este grupo se
denota por GL(V) y se llama el grupo lineal general de V.

Note que este es un analogo lineal del grupo simétrico Sy. De hecho, GL(V) es un subconjunto de Sy, pero
no tiene sentido considerar todas las biyecciones de conjuntos V — V—son muchas—y por esto restringimos
nuestra atencién a las biyecciones lineales; es decir, las biyecciones que preservan la estructura algebraica
de V.

En general, todas las aplicaciones lineales f: V — V forman un anillo End(V) que se llama el anillo de
endomorfismos de V. La adicién en este anillo viene dada por

(f+8W) = fw)+gW)

y la multiplicacién de f por g es la composicion f o g. Este anillo no es conmutativo si dim V > 1. El grupo
lineal general es el grupo de unidades correspondiente:

GL(V) =End(V)*.

El procedimiento habitual para hacer calculos con aplicaciones lineales es fijar una base y usar matrices.
Entonces, podemos considerar el grupo de unidades en el anillo de matrices.

6.4.2. Observacion. Los elementos invertibles en el anillo de matrices M,,(A) son precisamente las matrices con
determinante invertible:
M, (A) ={ae M,(A) |detaec A*}.

Demostracion. Recordemos que el determinante satisface
det(ab) = det(a) - det(b)
para cualesquiera a, b € M, (A). Luego, si para a € M,(A) existe su matriz inversa a~!' € M,,(A), entonces

1=det(1) = det(aa™") = det(a) -det(a™) = det(a™") - det(a),

*Recuerde (o verifique ahora) que para una aplicacién lineal f: V — V su inversa f~1: V — V es también lineal.
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Capitulo 6. Grupos 6.4. Grupo lineal general

lo que demuestra que para toda matriz invertible en M, (A) se tiene necesariamente det(a) € A*. En la otra
direccidn, si det(a) € A*, podemos usar la férmula (también conocida como la “regla de Cramer”)

a”! =det(a)"! adj(a),
donde adj(a) es la matriz adjunta. [ ]

6.4.3. Definicion. El grupo
GL,(A) ;= M,(A)* ={ae€ M, (A) |detaec A*}

se llama el grupo lineal general sobre A.

6.4.4. Ejemplo. Si A=k es un cuerpo, entonces

GL, (k) ={ae€ M, (k) | deta # 0}. A
6.4.5. Ejemplo. Para las matrices con elementos enteros, tenemos

GL,(Z2) ={ae M,(Z) |deta = +1}. A

6.4.6. Ejemplo. Para n=1 tenemos
GL;(A) = A™.

Para n =2y A #0 el grupo GL,(A) no es abeliano (es facil encontrar un par de matrices invertibles que no
conmutan). A

Notamos que para un cuerpo finito F, el anillo de matrices M, (F,) es finito, de orden q”z, y en particular
el grupo GL,(F,) es también finito. ;Cudl es su orden?

6.4.7. Proposicién. |GL,(F,)|=(q"-1)-(q"-q)---(q" - q" .

Demostracion. El grupo GL,(F,) consiste de matrices invertibles de nx n. Para contarlas, podemos escribirlas
fila por fila (o columna por columna), recordando que entre estas no podemos tener dependencias lineales.
En la primera fila podemos escribir cualquier vector v; € F?, salvo el vector nulo (0,0,...,0). Tenemos
IF4!" —1=q" -1 posibilidades.
Luego, en la segunda fila podemos poner cualquier vector v, € Fy, salvo los g = |F,4| vectores linealmente
dependientes con vy:
Al vy, /11 € [Fq.

En la tercera fila se puede poner cualquier vector, salvo los vectores linealmente dependientes con v; y
(%N
v+ A, /11,/12€[Fq.

Continuando de este modo notamos que para la i-ésima fila hay ¢” — ¢'~! posibilidades. Entonces, el
ndimero de matrices invertibles de n x n con elementos en un cuerpo finito F, es

@"-1-@q"-q)-(q"-q"". ]

6.4.8. Ejemplo. El grupo GL;(F,) consiste en 6 matrices:

o Sl Sl el el el )

He aqui su tabla de multiplicacién’.

"La compilé con ayuda de computadora para no equivocarme. Favor de no hacer estos calculos otra vez; verifique alguna fila para
ver como se multiplican las matrices sobre F, = Z/2Z. Por ejemplo,

boo oG )

13
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6.5. Grupo de cuaterniones Capitulo 6. Grupos

1 a b c d e
1 1 a b c d e
a a 1 d e b c
b b e 1 d c a
c c d e 1 a b
d d c a b e 1
e e b c a 1 d

El siguiente caso no trivial seria de GL,(F3), y este grupo ya tiene (3% - 1) - (3% — 3) = 48 elementos y no es
muy instructivo enumerarlos todos...

Seria interesante comparar la tabla de multiplicacién de arriba con la tabla de multiplicacién en el grupo
simétrico Ss.

o id 12 (23) (13) 123 (@132
id id (12) (23) (13) (123) (132
(12) (12) id 123 (132 23) (13)

(2 3) 23) (132) id (123) (13) (12)

(13) (13) 123 (132 id (12) 23)

(123) | 123 (13) (12) (23) (132) id

132) | 132 (23) (13) (12) id (123)

6.5 Grupo de cuaterniones

En los grupos GL, hay muchos subgrupos interesantes. Vamos a ver un ejemplo de grupo finito que puede
ser realizado como cierto grupo de matrices complejas.

6.5.1. Ejemplo. En el grupo GL;(C) consideremos las matrices

1 0 +i 0 0 +1
1.:(0 1), I:= ) ].:( ) K:=

0 —i -1 0
I'‘'=-1, j'=-J, K'=-K.

Los calculos verifican que las 8 matrices

0 +i
+i 0

Notamos que

Qs :={xl, I, +], +K}

14
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forman un subgrupo de GL,(C), llamado el grupo de cuaterniones. (Aqui el indice 8 significa que Qg consiste
en 8 elementos.) Primero, se ve que los cuadrados de I, J,K son iguales a —1:

P=pP=7=-1.

La multiplicacién de I, J, K entre ellos es dada por

‘ 1 I ] K I
=K JjI=-K, 11 1 J K
JK=1, KJ=-1I, ryr -1 K -J \
J|J -K -1 1
KI:],IK:—]. K K ] —I -1 Kv]

En particular, la multiplicacion no es conmutativa. El dibujo a la derecha puede ayudar a memorizar las
férmulas: los caminos nos dan

I—-J]—1J]=K, J—-K—-—JK=1I, K—-I1I—-KI=],

y cuando cambiamos el orden de multiplos, el signo cambia. He aqui la tabla de multiplicacién completa.

+1 -1 +1 —I +] —J +K -K
+1 +1 -1 +1 — +J — +K -K
-1 -1 +1 —I +1 —J +J -K +K
+1 +1 —I =1 +1 +K -K —J +J
-1 -1 +1 +1 -1 -K +K +J -J
+] +] -J -K +K -1 +1 +1 -1
-] —J +J +K -K +1 -1 -1 +1
+K +K -K +] —J —I +I —1 +1
-K -K +K =J/ +] +1 -1 +1 -1

Aunque podriamos tomar las férmulas de multiplicacién de arriba como la definicion del grupo Qg, sin
representar sus elementos por matrices, en este caso seria tedioso verificar la asociatividad. A

6.6 Grupos diédricos

En la seccién anterior hemos considerado las biyecciones f: V — V que preservan la estructura lineal.
Ahora vamos a considerar las aplicaciones f: R*> — R? que preservan otra estructura que es la distancia.

6.6.1. Definicién. Consideremos el plano R? con la distancia euclidiana

d((x1,y1), (x2,¥0)) := \/(X1 - x2)2 = (y1 - y2)?.
Una isometria de R? es una aplicacién f: R?> — R? que preserva las distancias:
d(f(a), f(b) =d(a,b)

para cualesquiera a, b € R?.
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6.6. Grupos diédricos Capitulo 6. Grupos

6.6.2. Ejemplo. Hay tres tipos fundamentales de isometrias del plano:

1) rotacién por un dngulo ¢ alrededor de un punto o € R?;
2) traslacién por un vector v € R?;

3) reflexion respecto a una recta ¢.

En cursos de geometria se demuestra que toda isometria del plano es una composicion de esta tres. El
lector puede tratar de probarlo por su cuenta o consultar algiin libro de texto. A

6.6.3. Observacion. Las isometrias de R? forman un grupo Isom(R?) respecto a la composicién.

Demostracion. Primero, notamos que si f, g son isometrias, entonces go f es también una isometria: para
cualesquiera g, b tenemos

dg(f(@),g(f(b)) =d(f(a), f(b) =d(a b).

La aplicacién identidad id es obviamente una isometria y es neutra respecto a la composicién. Nos queda
ver que toda isometria f posee una aplicacién inversa f~! que es también una isometria. Primero notamos
que toda isometria f es inyectiva:

f@=fb)=d(f(@=fb)=dab=0=a=b.

Sin embargo, en general una isometria de un espacio métrico (X, d) no es sobreyectiva: por ejemplo, sobre
el intervalo X = [0,00) =R con la distancia habitual, la aplicacién f: x — x+1 es una isometria, pero [0,1) no
pertenece a su imagen . En el caso del plano euclidiano R?, las isometrias si son sobreyectivas. Esto se sigue
de que toda isometria de R? es una composicion de traslaciones, rotaciones y reflexiones, y estas aplicaciones
son evidentemente invertibles.

Ahora si f es una isometria de R? y f~! es su aplicacion inversa, entonces

df '@, ) =d(ff @, ff ) =d@ab). L]
En el grupo Isom(R?) hay varios subgrupos interesantes; en particular los grupos diédricos.

6.6.4. Definiciéon. Para un ntimero fijo n = 3,4,5,... consideremos un poligono regular P de n vértices cen-
trado en el origen del plano euclidiano R?. Las isometrias del plano euclidiano que preservan P forman el
subgrupo

D, :={f: R? = R? isometria | f(P) = P} c Isom(R?),

llamado el grupo diédrico” D,,.

5

Pentdgono regular.

* . . z . z . .. .z . .
Por este motivo algunos autores definen una isometria de espacios métricos como una biyeccion que preserva la distancia.

% . € 1s 3 & » « » . . « » . . “ q. » s .
Del griego “di-”, “dos” y “edra”, que en este caso significa “cara”. Por ejemplo, de la misma manera la palabra “dilema” significa
“dos lemas [proposiciones]”. El término “poliedro” significa una figura que tiene varias caras. En este caso P es una figura plana y
entonces se puede decir que P tiene dos caras.

16
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Las isometrias pueden ser descompuestas en aplicaciones de tres tipos: traslacién, rotacion y reflexiéon
(simetria). Podemos descartar las traslaciones, ya que solo la traslacion trivial (identidad) preserva P. Para
las rotaciones, esta claro que solo las rotaciones por los multiplos de 360°/n preservan P. Por ejemplo, sea
r: R? — R? la rotaci6n de 360°/n grados en sentido antihorario. Su aplicacion inversa r~! es la rotacién de
360°/n grados en sentido horario, que también puede ser realizada como la rotacion de (n—1)360°/n grados.
Todas las rotaciones distintas son

rr 3

Aqui escribimos
r':=ro---or.
——
i

Por la definicién, r°:=id y en este caso esté claro que r" =id (es la rotacién de 360°).

2 1 5 4 3
3 2 1 5 4
ENE , , r
1 5 4 3 2
4 3 2 1 5
5 4 3 2 1
Las reflexiones que preservan P son precisamente las reflexiones respecto a los ejes de simetria de nues-

tro poligono regular. En total tenemos n ejes de simetria:

= si n es impar, cada uno de ellos pasa por el origen y uno de los vértices;

= si n es par, hay n/2 ejes de simetria que pasan por los vértices opuestos y n/2 que pasan por los lados
opuestos.

Sea [ la reflexién respecto al eje que pasa por el origen y el vértice 1.

2 5 2
3 4 3
f f
1 1 1
4 3 4
5 2 5

2 =id.

Tenemos

Obviamente, f no se expresa en términos de las rotaciones:
f#r" paraningin i,

y los elementos
Lrf P f " f

son distintos y no coinciden con los r?.

17
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Notamos que una reflexion respecto a cualquier eje de simetria puede ser realizada como la reflexion f
seguida por una rotacion r’:

2 5 4
3 4 3
f rl=rt
1 1 5
4 3 2
5 2 1

Si n es par, las reflexiones respecto a los ejes que pasan por los lados opuestos también pueden ser
expresadas mediante fy r:

3 2 5 6 6 1
f r
4 1 7 4 1 — 5 2
5 6 3 2 4 3
Entonces, hemos visto que todas las simetrias del n-agono regular pueden ser expresadas como sucesio-
nes de aplicaciones de r y f. Notamos que

fr=r'

en palabras: una reflexion seguida por una rotacién de 360°/n es lo mismo que la rotaciéon de 360°/n en el
sentido opuesto seguida por la reflexiéon respecto a la misma recta en el plano.

2 1 4
3 2 3
r f
1 5 5
4 3 2
5 4 1
2 5 4
3 4 3
f rol=rt
1 1T 5
4 3 2
5 2 1

En particular, rf # fr, y el grupo D,, no es abeliano. Por induccién se sigue que
fri=r7if paratodo i.

Nuestra discusion de arriba nos lleva a la conclusiéon que el grupo D,, consiste en 2n elementos que
pueden ser escritos como
D,={d, r, 7%, ..., /Y £, rf, P2f, L, P

Note que la tabla de multiplicacién de D,, puede ser resumida en las formulas
r"=f2=id, fr=r7'f.

Por ejemplo,
(rif) . (rjf) = rif2 =i,
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6.6.5. Ejemplo. Consideremos el caso particular de Ds. Este grupo tiene 6 elementos:
D3:{id) T, 72’ f’ rf) rzf}

y la tabla de multiplicacién viene dada por

id r r2 f rf r’f

id id r r? f rf r’f
r r r? id rf r’f f
r2 r2 id r r2f f rf

f f r2 f rf id r2 r

r’f r’f rf f r? r id

6.7 Elcentro

Un subgrupo importante de un grupo no abeliano es el centro.

6.7.1. Definicién. Para un grupo G, se dice que g estad en su centro si g conmuta con todos los elementos
de G: tenemos gh = hg para todo & € G. El conjunto de los elementos del centro se denota por

Z(G):={geG|gh=hgparatodo he G} ={ge G| g=hgh™! para todo he G}.
6.7.2. Observacion. Z(G) es un subgrupo de G. El grupo es abeliano si y solamente si Z(G) = G. O

6.7.3. Ejemplo. Segun el ejercicio 6.9, para el grupo simétrico tenemos Z(S,) = {id} para n = 3, y en este
sentido S, estd muy lejos de ser abeliano. A

6.7.4. Ejemplo. Revisando la tabla de multiplicacién del grupo de cuaterniones, se ve que Z(Qg) = {+1}. A
6.7.5. Ejemplo. Calculemos el centro del grupo diédrico D,, para n = 3. Tenemos
D,=1{d, r, 2, ..., r"L, £, fr frz, s fr”_l}.
Ya que todos los elementos de D, son productos de fy r, tenemos x € Z(D,,) si y solamente si
fx=xf, rx=xr

1) Si x=rif esunareflexion, entonces r-rif = ri*! f, mientras que r’f-r = ri-! f. Esto quiere decir que
rx = xr si y solamente si i +1 =i-1 (mdd n), lo que no sucede si n = 3. Podemos concluir que las
reflexiones no estan en el centro.

2) Six=r! es una reflexion, entonces x claramente conmuta con r. Luego,

i

fx=xf e fri=r'f = fri=fr! < ri=r"",

Esto es equivalente a i = —i (mdd n); es decir, 2i =0 (mdd n). Esto es posible solamente si n es par e
i=n/2.
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Resumiendo nuestros calculos, tenemos

fid}, si n =3 es impar,
2D =9 4 w2y
fid, 7™}, sin=4espar.

A

6.7.6. Ejemplo. Para 1<, <n, denotemos por e;; la matriz de n x n cuyos coeficientes son nulos, salvo el
coeficiente (i, j) que es igual a 1. Ahora para i # j la matriz 1+ ¢;; tiene 1 en la diagonal y 1 en la posicién
(i, j). Dejo al lector calcular que

det(1 + eij) =1,

y en particular las matrices 1+ e;; son invertibles. Ademads, para una matriz a € M,(A) se tiene
aejj=e;japaratodoi# j

siy solamente si a es una matriz escalar.
Ahora si una matriz a € GL,(A) estd en el centro, en particular para todo i # j, en particular para todo
i # j debe cumplirse
a(1+el-j) = (1+e,-j) a.

Esta identidad en GL,(A) es equivalente a la identidad
aeij=¢ejja

en el anillo de matrices M,,(A). Esto nos permite concluir que el centro de GL,(A) consiste en las matrices

escalares invertibles:
a

Z(GLn(A))={ |a€AX}.
a

Para los detalles de este argumento, haga el ejercicio 6.14. A

6.8 Subgrupos generados

6.8.1. Observacion. Sean G un grupo y X < G algtin subconjunto. Entonces existe un subgrupo minimo de G
que contiene a X. Este se denota por (X) y consiste precisamente en todos los productos finitos de la forma

g;l...g;k’ kZO,
donde g; € X ye; = +1. Para k = 0 el producto vacio se considera como la identidad 1 € G.
Demostracion. Evidentemente, tenemos

(X) = N H.
HcG subgrupo
XcH

Este es un subgrupo, siendo una interseccién de subgrupos. Luego, junto con todos los elementos de X, este
debe contener todos sus inversos y sus productos, de donde el conjunto de productos finitos g;* - gzk esta
contenido en (X). Pero este conjunto es un subgrupo, y por lo tanto coincide con (X). [ |

6.8.2. Comentario. Escribamos el resultado de arriba para los grupos abelianos usando la notacién aditiva.
Si A es un grupo aditivo y X < A es su subconjunto, entonces tenemos

(Xy=1{ Z ngalng€Z, ac X, n, #0 solo para un nimero finito de a}
aeX

(en otras palabras, tenemos combinaciones Z-lineales finitas de los elementos de X.)
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6.8.3. Definicion. Se dice que (X) es el subgrupo de G generado por X. Si (X) = G, se dice que los elementos
de X son generadores de G.

Por supuesto, X = G es un conjunto de generadores para cualquier grupo G. Pero en realidad, muchos
grupos bastante largos pueden ser generados por pocos elementos, varios grupos infinitos importantes se
generan por un nimero finito de elementos, etc.

6.8.4. Definicion. Si G posee un conjunto finito de generadores, se dice que G es finitamente generado.

6.8.5. Ejemplo. Hemos visto que el grupo diédrico D,, es generado por dos elementos r (rotacién) y f (re-
flexion): D, = (r, f). A

6.8.6. Ejemplo. Hemos visto que toda permutacion o € S, puede ser escrita como un producto de ciclos
disjuntos. Esto significa que las permutaciones ciclicas (i; --- ix) generan el grupo simétrico S,,. En realidad,
se pueden encontrar conjuntos de generadores mas pequenos.

1) Toda permutacién ciclica puede ser escrita como una composicién de transposiciones gracias a la for-
mula
(iy ip-+-ig) = (iy 12) (i2 i3) -+ (Ig—1 ig).

Entonces, S, estd generado por todas las transposiciones (i j) para 1 <i < j < n. En total hay () de
ellas.

2) Toda transposicion (i j) puede ser expresada como una combinacion de las transposiciones (1 2), (2 3),
..., (n—=1 n). Esto puede ser visto por induccion: si j = i+1, no hay que probar nada, y en el caso contrario
notamos que

Gj-D=G-1pGHG-1).

De esta observacion y 1) se sigue que las n— 1 transposiciones de la forma (i i + 1) generan S,,.

3) También como el conjunto de generadores funcionarian las n — 1 transposiciones (1 2), (1 3), ..., (1 n).
Esto se sigue de la féormula
aAaHapan=aj.

4) En fin, para generar S,, bastan solo dos permutaciones: la transposicién (1 2) y la permutacion ciclica
o:=(12---n). Esto se sigue de 2) y la férmula

ci(12)07 ' =3+1i+2). A

6.8.7. Ejemplo. El grupo
Sl (Z) :={Ae My (Z)|detA=1}

puede ser generado por dos matrices:

Calculamos que
1

2 _ n_
§=-1, T (0

’11) para todo ne Z.

Si tenemos una matriz A= (‘Cl o

b) € SLy(Z) con ¢ =0, entonces ad =1y luego A= (

d
1 b .5 (-1 b)_ b

b
il). Pero
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Ahora vamos a ver que toda matriz en SL,(Z) puede ser “reducida” a una matriz con ¢ = 0 mediante multi-
plicaciones por Sy T. Calculamos el efecto de la multiplicacién por Sy T" para ne Z:

e a=b oM a0 )

. (2 b\ (1 n) (a b)y_(a+nc b+nd
c dj\0o 1)\c d) | ¢ d

Z) tenemos ¢ # 0 Y |al < |c|, podemos pasar a S- A donde |a| = |c|. Entonces, se

puede asumir que |a| = |c|. La divisién con resto nos da

. . a
Si en una matriz A = (C

a=cq+r, para0=sr<]cl.

Luego,

—q,_[a—qgc b-qd)_(r b-gqd
d A_( c d | \c d |

Multipliquemos esta matriz por S:

~ga_c. [T b—qd)_([-c -d
ST A‘S(c d )_(r b-qd)

Hemos obtenido una matriz donde el valor absoluto del primer elemento en la segunda fila se volvié es-
trictamente mdas pequeno. Podemos continuar de esta manera hasta que este se vuelva nulo. Esto quiere

b ) €S, T). Podemos concluir que

decir que para alguna matriz B € (S, T), la matriz B A es de la forma ( 0 +1

Ae(S,T).
Lo que acabamos de describir es un algoritmo que a partir de toda matriz en SL,(Z) produce su expresién
en términos se Sy T. Para dar un ejemplo especifico, consideremos la matriz

2 5
(1 3) € SLy(2).

Siguiendo el argumento de arriba, primero encontramos que

o (2 5)_ (-1 -3)_ 2.3
ST (1 I P S

Luego,
(? 2) =(ST 21?713 =T128T3. A

6.8.8. Ejemplo. Los nameros racionales Q respecto a la adicién forman un grupo que no es finitamente
generado. De hecho, sea X < @ un subconjunto finito:

a) aj
X=94— ..., — .
{bl bk}

I A
(X)—{n1b1+ +nkbk nl,...,nkEZ}.

Entonces,

Sin embargo,

a a;  alglin entero
n1—1+"'+l’lk—k = gU.—
b by by - by
En particular, si p es algiin primo que no divide a ningin denominador by, ..., by, entonces % ¢ (X). A
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6.9 Orden de un elemento

Un caso muy particular de subgrupos generados (X) c G es cuando el conjunto X tiene solo un elemento
g. En este caso el subgrupo generado por g es

(g)=1g"Inez.
Hay dos posibilidades diferentes.

1) Sitodas las potencias g” son distintas, entonces {g) es un subgrupo infinito.

2) Si tenemos gk = g para algunos k # ¢, entonces sin pérdida de generalidad k > ¢, luego gk~‘ =1y se
ve que la sucesion (g™) ez es periddica y el subgrupo (g) es finito.

6.9.1. Definicion. Para un elemento g € G, el minimo nimero n=1,2,3,... tal que g" =1 se llama el orden
de g y se denotara por ordg. Si g" # 1 para ningln n, se dice que g tiene orden infinito.

(Como siempre, vamos a usar la notacién multiplicativa para la teoria general, pero no olvidemos que para
un grupo abeliano con la notacién aditiva, en lugar de “g" = 1” se escribe “n-a=0".)

6.9.2. Observacion. Si G es un grupo finito, entonces todos sus elementos tienen orden finito. O
6.9.3. Ejemplo. Laidentidad 1€ G es el tinico elemento de orden 1. A
6.9.4. Ejemplo. Un elemento g tiene orden 2 siy solamentesi g#1y g™'=g. A

6.9.5. Ejemplo. En el grupo diédrico todas las reflexiones f,r f,...,r""! f tienen orden 2, y la rotacion r tiene
orden n. A

6.9.6. Ejemplo. La matriz S = (O -1

1 0o ) tiene orden 4 en SL»(Z). De hecho,

§*= (_01 _01) =-1, $=-5,§'=(sH*=1.

La matriz R = (_0

1
: _1) tene orden 3:

Sin embargo, el producto

1 1

sn=() 1)t

tiene orden infinito: para todo n € Z tenemos
1 n
n_
=y 1)

Recordamos que hemos visto en 6.8.7 que las matrices Sy T generan el grupo SL,(Z). Ya que T = SR, se sigue
que Sy R generan SL,(2). A

Este ejemplo demuestra que en general, en un grupo no abeliano, no hay ninguna relacién entre ord g,
ord h y ord(gh): puede ser que ord g < oo, ord & < oo, pero ord gh = co. Esto sucede solamente para grupos no
abelianos.

Examinemos algunas propiedades bésicas de 6rdenes.
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6.9.7. Observacion. Si g es un elemento de orden finito, entonces para todo ntimero entero m tenemos
g™ =1 siysolamentesi ordg|m.
(En la notacién aditiva: m-a =0 siy solamente si orda | m.)
Demostracion. Sea n = ordg. Podemos dividir con resto m por n:
m=qgn+r, paraalgin0<r<n.

Luego,
gm — gqn+r — (gn)q. qr — gr =1,
pero puesto que r < ny n es el minimo niimero positivo tal que g" =1, se sigue que r = 0. [ |

6.9.8. Ejemplo. El orden de un k-ciclo (i; i» --- it) en el grupo simétrico S, es igual a k. En general, para
toda permutacién o € S, podemos considerar su descomposicién en ciclos disjuntos

O=T1 " Ts.

Luego, los 7; conmutan entre si, asi que

k_ k. .k
0" =TTy

Los rf son también disjuntos para cualquier k, asi que o* = id si y solamente si T{? =id para todo i. Entonces,
ord(o) = min{k | T’f =id, ..., T’S“ =id} =min{k | ordty |k, ..., ordtg| k}
=mcm(7q,...,Ts).
Por ejemplo, para la permutacién o = (1 2) (3 4) (5 6 7) tenemos
0?=(576),0°=(12)(34),0"=(567),0°=012)(34)(576), ¢°=id. A
6.9.9. Corolario. Siordg = n, entonces
gk:gg <~ k=¢ (mod n).

Demostracién. Laigualdad gF = g’ es equivalente a g“~¢ =1 yluegoa n | (k—¢) gracias a la observacién 6.9.7;
es decir, k=¢ (méd n). [ |

6.9.10. Corolario. Si ord g = n, entonces el subgrupo (g) tiene n elementos.

Demostracion. Tenemos
(g)=1g"Inezy=1{1,8,g%....8" '},

yaque 0,1,2,...,n—1 representan todos los restos médulo n. |
6.9.11. Observacion. Si g es un elemento de orden finito, entonces

ordg

dgf=—17—2—.

ordg mcd(ord g, k)

Demostracion. Sea n=ordg. Si med(k, n) = d, entonces podemos escribir
n=n'd, k=kd, donde mcd(n/, k')=1.

Luego,
nlkm < ndlk'dm < n'|k'm < n'|m,
y tenemos
ordg* =min{m | (g)" =1} =min{m | n|km}=min{m | n'|m}=n'=nld. [}
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6.10 Grupos ciclicos

6.10.1. Definicion. Se dice que un grupo G es ciclico si existe un elemento g € G que genera todo G; es
decir G = (g).

En la situacion de arriba, si g tiene orden finito, entonces, como hemos notado en 6.9.10, tenemos |{g)| =
ord g. Esto significa que un grupo finito es ciclico si y solamente si este posee un elemento de orden n = |G|.
En este caso los elementos de G son

,g8%....g" M.

6.10.2. Observacién. Sea G = (g) un grupo ciclico finito de orden n. Entonces, otro elemento gk € G es un
generador de G si y solamente si mcd(k, n) = 1.

Demostracién. El elemento g* es un generador siy solamente si ord g€ = n. Basta entonces revisar la férmula
de 6.9.11. m

6.10.3. Ejemplo. El grupo aditivo Z/nZ es generado por [1],: se tiene
lalp=a-[1]p.

En general, [k], es un generador de Z/nZ siy solamente si mcd(k, n) = 1. El nimero de generadores de Z/nzZ
coincide con el valor de la funcién de Euler ¢(n). A

6.10.4. Ejemplo. El grupo aditivo Z es ciclico, generado por 1, ya que todo niimero entero puede ser escrito
como *(1+---+1). Otro generador de Z es —1.
En general, si G = (g) = {g" | n € Z} es un grupo ciclico infinito, se ve que los tinicos generadores son gy
-1
g - A

6.10.5. Ejemplo. En el grupo de las n-ésimas raices de la unidad u,(C) es ciclico, generado por (. En ge-
neral, ¢¥ es un generador si y solo si med(k, n) = 1. A

6.10.6. Proposicion. Sea G un grupo ciclico. Si H = G es un subgrupo, entonces H es también ciclico.

Demostracion. Sea g un generador de G:
G=(g)=1g"1kez.

Sin pérdida de generalidad H # {id} (en el caso contrario, la proposicién es obvia). Entonces existe un nimero
minimo positivo ky =1,2,3,... tal que g% € H (siendo un subgrupo, H contiene g~* junto con g, asi que este
g* siempre existe). Vamos a ver que g% es un generador de H; es decir, H = (g0). De hecho, para todo g € H
podemos dividir con resto k por ky:
k:qk0+r, 0<r<kp.
Ahora, ya que H es un subgrupo, tenemos g% = (gk0)~"1 e Hy g=7%0 = (g=%0)9 € H, y luego
g—qk() gk — g—qk() .quo+r — gr e H,
pero nuestra eleccién de ko implica que r = 0. Entonces, k = gko y g~ = (g%0)9. [ ]

6.10.7. Comentario. Compare el Gltimo argumento con nuestra prueba en el capitulo 3 de que todo dominio
euclidiano es un dominio de ideales principales.

6.10.8. Ejemplo. Todos los subgrupos de Z son de la forma
nZ:=1{0,+n,+2n,+3n,...}.

Son ciclicos, generados por n. A
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6.10.9. Proposicion. Sea G es un grupo ciclico finito de orden n. Para todo subgrupo H < G se tiene |H| | n.
Ademds, para todo d | n el grupo G contiene precisamente un subgrupo de orden d.

Demostracién. Todo subgrupo H c G es necesariamente ciclico segtin 6.10.6, generado por g* para algun k.
Luego,
|H| = (g")|=ordg* = n/d, donde d =mcd(k, n).

De hecho, se tiene (g¥) = (g%). En efecto, d | k implica que (g*) < (g%). Por otro lado,

gDl =ordg? = nid,

n —
mcd(d,n)
ya que d | n. Entonces, H = (g%).

Viceversa, a partir de cualquier d | n podemos considerar el subgrupo (g%). Su orden es n/d. Para dife-
rentes d,d’ | n los subgrupos (g%) y (g%') son diferentes, siendo grupos de diferente orden. [ |

6.10.10. Ejemplo. En el grupo de las n-ésimas raices de la unidad p,(C) para todo m | n tenemos el subgrupo
1m(C) € u,y (C), y todos los subgrupos surgen de este modo. A

Del dltimo resultado se puede recuperar una identidad bien conocida para la funcién ¢ de Euler.

6.10.11. Corolario. Para la funcién ¢ de Euler se cumple la identidad

Y pd=n

dln
donde la suma es sobre todos los divisores de n.

Demostracion. Todo elemento x € Z/nZ tiene orden d = |(x)| donde d | n y en total hay ¢(d) diferentes ele-
mentos de orden d que corresponden a diferentes generadores del Gnico subgrupo de orden d. Entonces, la
suma Y4, $(d) nada mas cuenta todos los n elementos de Z/nZ. [ |
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6.11 Ejercicios

Ejercicio 6.1. Demuestre que Q\ {—1} es un grupo abeliano respecto a la operacién x x y := xy+ x+y.
Ejercicio 6.2. Sea k un cuerpo. Para dos parametros fijos a, b € k, definamos una funcién
Gap: k—k, x—ax+b.

Demuestre que
Aff; (R) := {pap | a€ k™, bek}

es un grupo respecto a la composiciéon habitual de aplicaciones. ;Es abeliano?

Ejercicio 6.3. Sea P un rectangulo en R? que no es un cuadrado.

2 1

a) Describa todas las isometrias f: R?> — R? que cumplen f(P) = P.

b) Demuestre que estas isometrias forman un subgrupo de Isom(R?) y escriba la tabla de multiplicacién
en este subgrupo.

Ejercicio 6.4. Consideremos el conjunto de puntos (x, y) en el plano real que satisfacen la ecuacién y = x>:
CR):={(x,y) eR*| y = x°}.

Definamos la siguiente operacién sobre C(R): para dos puntos P,Q € C(R), consideremos la recta ¢ que pasa
por Py Q, o la tangente si P = Q. Sea R la interseccién de ¢ con otro punto de C(R). Entonces, definimos la
suma de Py Q como

PoQ:=-R;

es decir, el punto simétrico a R respecto al origen.

a) Demuestre que C(R) es un grupo abeliano respecto a &.
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b) Demuestre que el conjunto
C@Q:={(x,y)eQ*ly=x"
(cuyos elementos se denominan “puntos racionales” de la curva C) forman un subgrupo de C(R).
Ejercicio 6.5. Sea G un grupo y H < G un subconjunto no vacio.
a) Demuestre que H es un subgrupo siy solamente si para cualesquiera h, hy € H se cumple hih;' € H.

b) Demuestre que si H es finito y para cualesquiera hy,h; € H se cumple hyh, € H, entonces H es un
subgrupo.

Ejercicio 6.6. Para el grupo G = S3 y Qg encuentre todos los subgrupos H < G y las inclusiones entre ellos.

Ejercicio 6.7. Calcule la descomposicion en ciclos disjuntos del producto de ciclos
(12)(253)(1573264)(476)€S7.

Ejercicio 6.8. ;Cuantas permutaciones o € S;,, cumplen la propiedad de que o (i) # i paratodo i =1,...,n?

Ejercicio 6.9. Demuestre que si n = 3, entonces para toda permutaciéon o € S, o # id existe una permutacién
1€ S, talque o7 £70.

Ejercicio 6.10. Consideremos las matrices de n x n que tienen 1 en las entradas diagonales, ceros debajo de
la diagonal y elementos arbitrarios arriba de la diagonal.

{(xij) | x;; = 1 para todo i, x;; =0 para i > j}.

1 x2 x13
0 1 X23
0 0 1

Demuestre que estas matrices forman un subgrupo de GL,(A).

Por ejemplo, para n = 3 son de la forma

Ejercicio 6.11. Consideremos el conjunto de matrices
On(k)={ae€GLy(k)|a'a=aa’ =1},
donde a’ denota la matriz transpuesta.
a) Demuestre que O, (k) es un subgrupo de GLj, (k). Este se llama el grupo ortogonal sobre k.
b) Para n =2y k=R demuestre que los elementos de O, (R) son de la forma

cosa —sena 0 1) [cosa -—sena
sena cosa 1 0/ \sena cosa |’

Ejercicio 6.12. Supongamos que G es un grupo donde cada elemento g € G satisface g = 1. Demuestre que
G es abeliano.

Ejercicio 6.13. Sea G un grupoy H, K < G dos subgrupos. Demuestre que H U K es un grupo si y solamente
siHSKo K< H.

Ejercicio 6.14. Para 1<, < n, denotemos por e;; la matriz de n x n cuyos coeficientes son nulos, salvo el
coeficiente (i, j) que es igual a 1.

a) Demuestre que para i # j se tiene
det(1 + eij)=1.
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b) Demuestre que para una matriz a € M, (A) se cumple
ae;jj=e;japaratodoi# j
siy solamente si a es una matriz escalar.

Ejercicio 6.15. Sea G un grupo. Supongamos que para dos elementos g,h € G se cumple h = kgk™! para
algn k € G (en este caso se dice que g y h son conjugados). Demuestre que el orden de g es finito si y
solamente si el orden de h es finito, y en este caso ord g = ord h.

Ejercicio 6.16. Supongamos que G es un grupo finito de orden par. Demuestre que G tiene un elemento de
orden 2.

Ejercicio 6.17. Demuestre que si G es un grupo finito de orden impar, entonces para todo g € G existe xe G
tal que x% = g.

Ejercicio 6.18. Supongamos que para algin nimero n = 1,2,3,4,... un grupo G posee Unico elemento de
orden n. Demuestre que n=10 2.

Ejercicio 6.19. Sea G un grupo tal que todo elemento g # 1 tiene el mismo orden p. Demuestre que p es
primo.

Ejercicio 6.20. Sean g, h € G dos elementos tales que gh = hgy se tiene ordg = m, ord h = n.
a) Demuestre que mcm(ord g,ord h) | ord(gh).

b) Demuestre que si mcd(m, n) = 1, entonces (g, k) es un subgrupo ciclico de mn elementos.

Ejercicio 6.21. Describa todos los tipos de ciclo posibles en el grupo simétrico S, para n <7y encuentre los
ordenes correspondientes.

Ejercicio 6.22. Demuestre que para o € S, se tiene ordo < e’”/®.
Ejercicio 6.23. Encuentre el orden de cada uno de los elementos del grupo diédrico D,,.
Ejercicio 6.24. Encuentre los elementos de orden 2 en el grupo GL,(C) y SL,(C).

Ejercicio 6.25. Encuentre los 6rdenes de las siguientes matrices en SL,(2):

0 -1 -1 0
1 1) -1 -1)
Ejercicio 6.26. Demuestre que si p es un primo impar, entonces el grupo (Z/p"2Z)* es ciclico. Demuestre
que el grupo (Z/2"7)* no es ciclico para n = 3.
Ejercicio 6.27. Demuestre que el conjunto
X ={1/p*| p primo, k=0,1,2,3,...}
genera el grupo aditivo Q.

Ejercicio 6.28. Consideremos @, el grupo de los niimeros racionales respecto a la adicién. Demuestre que
todo subgrupo finitamente generado de @ es ciclico.

Ejercicio 6.29. Encuentre un subgrupo propio G c Q que no sea ciclico.
Ejercicio 6.30. Encuentre los elementos de orden finito en el grupo de isometrias del plano euclidiano

R? — R2.
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Ejercicio 6.31. Supongamos que G es un grupo no trivial que no tiene subgrupos propios. Demuestre que
G es un grupo ciclico finito de orden p, donde p es un nimero primo.

Ejercicio 6.32. Sea A un grupo abeliano (escrito en la notacion aditiva).

1) Sea m = 1,2,3,... un nimero fijo. Demuestre que los elementos a € A tales que m-a = 0 forman un
subgrupo de A. Este se denota por A[m] y se llama el subgrupo de m-torsiéon en A.

2) Demuestre que todos los elementos de orden finito en A forman un subgrupo. Este se llama el sub-
grupo de torsion y se denota por A;;s:

Ators = U Alml].

m=1
3) Encuentre los grupos A[m]y Asrs para A=R,C,R*,C*.

Ejercicio 6.33. Demuestre que el grupo simétrico S;5 contiene un subgrupo ciclico de orden 105.

Ejercicio 6.34. Demuestre que el grupo de todas las raices complejas de la unidad
Hoo(C):={z€C|z" =1paraalgin n=1,2,3,...}

no puede ser generado por un nimero finito de elementos.
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