Capitulo 7
Homomorfismos de grupos

Hasta el momento hemos visto algunas nociones basicas de grupos y varios ejemplos. Para relacionar
diferentes grupos, necesitamos la nocién de homomorfismo, una aplicaciéon entre grupos que preserva su
estructura. Después de estudiar homomorfismos, vamos a definir los subgrupos normales y grupos cociente.
Todo esto es analogo al material del capitulo 4.

7.1 Definicién y primeros ejemplos

7.1.1. Definicién. Un homomorfismo entre grupos Gy H es una aplicaciéon ¢: G — H tal que para cuales-
quiera g1, g € G se cumple
P(8182) = P(g1) P(g2).

7.1.2. Ejemplo. Para todo grupo G la aplicacién identidad id: G — G es un homomorfismo. A

7.1.3. Ejemplo. Todo homomorfismo de anillos ¢: A — B es un homomorfismo de grupos aditivos (esto hace
parte de la definicién). Ademads, todo homomorfismo de anillos ¢: A — B se restringe a un homomorfismo
de grupos multiplicativos ¢*: A* — B*. A

7.1.4. Ejemplo. La reducciéon mdédulo »n es un homomorfismo de grupos aditivos
Z—7ZInZ.
Ademas, tenemos un homomorfismo de grupos multiplicativos (poco interesante)
{(*1} - (Z/nz)*, +1—][1], —1—[n-1].
Si n| m, entonces tenemos un homomorfismo de grupos aditivos
ZimZ—ZInZ, laly— lal,
y un homomorfismo de grupos multiplicativos
(ZIm2)* — (ZInZ)*, laly— lal,. A

7.1.5. Ejemplo. Para ver mas homomorfismos familiares, podemos revisar algunas propiedades conocidas
del analisis real y complejo.

1) El signo de un nimero racional (resp. real) no nulo es un homomorfismo de grupos multiplicativos

+1, six>0,

Q* — {1} (resp. R* — {+1}), x»—»sgnx::{ .
-1, s1x<0.

®2018-2019 Alexey Beshenov. Para la tltima version de este texto, véase http://cadadr.org/san-salvador/algebra/
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2) Elvalor absoluto de un niimero racional (resp. real, complejo) no nulo es un homomorfismo
Q™ — Qs, (resp. R* — Rsg, C* — Rsp), x+— |x|.
De hecho, para cualesquiera x e y se tiene |xy| = |x|-|yl.

3) Consideremos el grupo aditivo R y el grupo multiplicativo de los ndmeros reales positivos Rsq. La
funcién exponencial es un homomorfismo

exp: R—Rsy, x—e*.
De hecho, para cualesquiera x, y € R tenemos e**¥ = e* eV,
4) De manera similar, la exponencial compleja es un homomorfismo
exp: C—C*, z~— e
Para cualesquiera z, w € C tenemos e**% = e? e'.
5) Ellogaritmo es un homomorfismo
log: Ry — R, x—logx.
Para cualesquiera x, y > 0 se cumple log(xy) = log(x) +log(y).
6) Para cualquier niumero real positivo a > 0 la aplicacion
Rsg — Rsg, x— x%
es un homomorfismo: se tiene (xy)* = x* y*. A
7.1.6. Ejemplo. El determinante de matrices invertibles de n x n es un homomorfismo de grupos
det: GL,(A) — A™
—de hecho, det(ab) = deta-detb. A

7.1.7. Ejemplo. Sean A un dominio de factorizacién tnica y K = Frac A. Para un primo p € A la valuaciéon
p-adica es un homomorfismo de grupos

vp: K" =127,
a a
> — Up (E) = vp(a)—vp(b).

Si en lugar de Z queremos trabajar con un grupo multiplicativo, podemos definir el valor absoluto p-adico

de x € Q* como sigue:

|xlp = pvp(x)

para algin 0 < p < 1. Entonces, para cualesquiera x, y € Q* se cumple
xylp=I1xlp-lylp.
De esta manera se obtiene un homomorfismo de grupos multiplicativos

-1p: K* = R,

X = |x|p.

(Para x = 0 se define |0], := 0, lo que concuerda con la definicién v, (0) := c0.) A
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Capitulo 7. Homomorfismos de grupos 7.1. Definicién y primeros ejemplos

7.1.8. Ejemplo. El simbolo de Legendre es un homomorfismo de grupos multiplicativos

a—|{—].
p

De hecho, para cualesquiera a, b € F se cumple (%) = (%) (%). A

Las siguientes aplicaciones son homomorfismos por la definicién de las estructuras algebraicas corres-
pondientes.

7.1.9. Ejemplo.

1) Si A esun anillo (no necesariamente conmutativo) y c € A su elemento fijo, entonces la multiplicacién
por ¢ por la izquierda es un homomorfismo de grupos aditivos

A— A x—cX.

En efecto, la multiplicacion es distributiva por la definicién de anillos: para cualesquiera x, y € A debe
cumplirse
c(x+y)=cx+cy.

De la misma manera, la multiplicacién por la derecha es un homomorfismo

A— A, x— xc.

2) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo ky A € k es un escalar fijo, entonces la multiplicaciéon por
A es un homomorfismo de grupos aditivos

V-V, v—A-u

En efecto, segln los axiomas de espacios vectoriales, se tiene

Aw+v)y=A-u+A-v A

7.1.10. Ejemplo. Si A es un grupo abeliano, entonces para n € Z y para cualesquiera a, b € A tenemos

n-(a+b):=(a+b)+---+(@a+b)=a+---+a+b+---+b=n-a+n-b,
N ~ —— ——

n n n

asi que la multiplicacién por n es un homomorfismo que se denota por

xXn

A— A

Cuando el grupo es abeliano, pero se usa la notacién multiplicativa, se trata de las potencias n-ésimas a —
a:
(ab)":=ab---ab=a---a-b---b=:a"b".
——— S
n n n
Note que en un grupo no abeliano, en general (gh)" # g" h". Por ejemplo, se puede ver que G es abeliano si

y solamente si (gh)? = g? h? para cualesquiera g, h € G. A
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7.2 Signo de permutaciones

Cuando alguno me muestra un signo, si ignoro lo
que significa no me puede ensenar nada; pero si lo
sé, ;qué es lo que aprendo por el signo?

San Agustin, “El Maestro”, Capitulo X

7.2.1. Definiciéon. Para una permutacion ¢ € S,, cuando para algunos 1 < i < j < n se tiene o (i) > o(j), se
dice que hay una inversién. El nimero

sgno = (_1)#de inversiones
se llama el signo de o. Se dice que o es par si sgno = +1 e impar si sgno = —1.

7.2.2. Ejemplo. Para S3 tenemos

permutacion inversiones signo
(i 3 g) no hay +1 (par)
(; ? g) 2>1 -1 (impar)
(} § 3) 3>2 -1 (impar)
(; g ?) 3>2,3>1,2>1 -1 (impar)
(; ; 31;) 2>1,3>1 +1 (par)
(; i ?2)) 3>1, 3>2 +1 (par)

Recordemos algunas observaciones del capitulo anterior.
1) Toda permutacién o € S,, es un producto de ciclos disjuntos.
2) Todo k-ciclo es una composicion de k-1 transposiciones:
(i ip -+~ i) = (i1 @2) (P2 i3) (i3 ig) -~ (g1 ix).
En particular, toda permutacién o € S, es un producto de transposiciones.

3) Toda transposicion (a b) puede ser escrita como una composicion de 2-|b— a| -1 transposiciones de la
forma (i i +1).

En particular, todo elemento de S,, puede ser expresado como un producto de transposiciones

12),@23), 384, ..., n-1n).

7.2.3. Observacion. Transposiciones cambian la paridad: si T es una transposicion y o € S, es cualquier per-
mutacion, entonces
sgn(ro) = —sgno.
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Demostracion. Esta claro que cuando o es de la forma (i i +1), el signo cambia al opuesto. Luego, toda trans-
posicion (a b) es una composicién de 2-|b—a| -1 transposiciones de esta forma. El dltimo nimero es siempre
impar. [ |

7.2.4. Corolario. La paridad de una permutacion o es precisamente la paridad de la longitud de alguna des-
composicion en transposiciones: si o =11 --- T} para algunas transposiciones t;, entonces

sgno = (—l)k.

7.2.5. Corolario. Para dos diferentes descomposiciones en transposiciones

O=T1 TR =TT,
los niimeros k y ¢ necesariamente tienen la misma paridad: k= ¢ (maéd 2).
7.2.6. Corolario. El signo de k-ciclo viene dado por

sgn(iy iz--- i) = (=D,
Demostracion. Se sigue de la descomposicion en k —1 transposicion:

(i1 fp--+ix) = (i1 i2) (B2 i3) -+ (ig—1 Pk)- u

7.2.7. Corolario. Para dos permutaciones o,t € S, Se tiene

sgn(oT) =sgno -sgnrt.
En otras palabras, el signo es un homomorfismo de grupos S, — {1}

Demostracion. Esta claro de la interpretacion del signo en 7.2.4. [ |

El signo de permutaciones sale en varios contextos importantes, como por ejemplo la férmula del deter-
minante
X111 t Xin

det = Z SgNT - X1,6(1) " Xn,o(n)-
€S,
Xn1 0 Xan
Aqui la suma tiene n! términos y estd indexada por todas las permutaciones de n indices. Por ejemplo, si
n =2, se recupera la férmula
X X
4 et( 1 X2

= X11X22 — X12X21.
X21 xzz)

Dejo al lector escribir la formula correspondiente para n = 3.

Otra aparicién curiosa del signo es la siguiente. Para un primo p consideremos el grupo de los restos no
nulos médulo p:
Fy=112,...,p— 1}

Ahora para cualquier a € F, la multiplicacién por a es una biyeccién”
Ua: [Fp —>[Fp, X— ax.
De hecho, dado que a es invertible, se ve que
(IJa)_l =Hg1.

Entonces, u, permuta de alguna manera los elementos de [}, y seria interesante investigar qué signo tiene
esta permutacién.

“Ya que estamos hablando de homomorfismos de grupos, notamos que esta es una aplicacién biyectiva, pero no es un homomor-
fismo.
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7.2.8. Ejemplo. Para p =7 tenemos
[F; =1{1,2,3,4,5,6}.

Consideremos la multiplicacion por a =1,2,3,4,5,6 sobre F>.

a la SgN ta
1 id +1
2 (; Z 2 ‘1‘ 2 g)=(124)(365) 1
3 (; 2 2 g i) Z)=(132645) -1
4 (411 ? 2 ;l 2 g)=(142)(356) +1
5 (é g i) g i 2)2(154623) -1
6 (é c s ?):(16)(25)(34) 1
Entonces, sgnpu, = +1 para a = 1,2,4. Casualmente, estos son los cuadrados mddulo 7 (note que 3% = 2
(méd 7). A

7.2.9. Ejemplo. Consideremos la multiplicacion por 3 sobre F},. Tenemos la permutacion

4 6 7 8 9 10
1 7

10 2 5 8):(13954)(267108).

5
4
Su signo es +1, y 3 =52 es un cuadrado mddulo 11. Por otra parte, la multiplicacién por 6 nos da la permuta-
cion
(1 2 3 45 6 7 8 9 10
He = ( 1 72 8 39

6 4 10 5):(16379105842)

de signo (-1)!°"! = -1, y 6 no es un cuadrado médulo 11. Los cuadrados médulo 11 son 1, 3 =52, 4, 5 = 42,
9. A

Resulta que el signo de la permutacién p, siempre detecta los residuos cuadraticos.

7.2.10. Proposicion. Para cualquier a € F), se tiene
=)
sgnp, =|—|.
p
Demostracion. Recordemos que el grupo Fjes ciclico: existe un generador x € [, tal que

2 -1
[F;:{l,x,x ., xPTH

(véase 7.5.11 abajo para un resultado mas general). Ahora la multiplicacién por x permuta de manera ciclica
todos los elementos de [,. Tenemos entonces un ciclo de orden par p -1, asi que

sgn iy =—1.

Ahora si a = x*, entonces
a
sgn g =sgn(py)* = (-1F = (;). n
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Esta observacion pertenece a Zolotariov , y varias pruebas de la reciprocidad cuadratica se basan en ella.
(De hecho, la interpretacién se generaliza al simbolo de Jacobi : para n compuesto hay que analizar la
multiplicacion por a € (Z/nz)* sobre (Z/nz)*.)

7.3 Propiedades basicas

7.3.1. Observacion. La composicion de dos homomorfismos ¢: G — Hyw: H — K es también un homomorfismo
Yod: G—K. O

7.3.2. Observacion. Ses ¢: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces,
1) ¢ preserva la identidad: ¢p(16) = 1y;
2) ¢ preserva los elementos inversos: ¢(g~') = ¢p(g)~! para todo g € G;
3) paratodoneZy ge G se cumple $p(g™) = p(g)".
4) si g" = 1g, entonces ¢p(g)" = 1y; en particular, todo homomorfismo preserva los elementos de orden finito.

Demostracion. Tenemos
¢(g) =g 1) =P(1g) - Pp(1c),

y la cancelacién en H nos permite concluir que ¢(1g) = 1. Para los inversos, basta notar que
e -p@ =0 e =¢0c) =1

La parte 3) se demuestra por induccion (si n < 0, hay que ocupar la parte 2)). En fin, 4) es una consecuencia
de 1)y 3). [ ]

7.3.3. Ejemplo. El determinante cumple det(1) =1y det(a™') = (deta)! para toda matriz invertible a. A
7.3.4. Ejemplo. El signo cumple sgn(id) = +1y sgn(oc~!) = sgno para toda permutacién o € S,,. A

7.3.5. Definicion. Se dice que un homomorfismo de grupos ¢: G — H es un isomorfismo si existe un ho-
momorfismo ¢~': H— Gtalque ¢ 'op=idgy pop! =idp.

7.3.6. Observacion. Un homomorfismo ¢: G — H es un isomorfismo si y solamente si es biyectivo.
Demostracion. Para hy, hy € H tenemos
¢ (o) = 7 (@07 ) @7 () = 7 B0 () - 7 ()
=¢~ ()¢~ (ha),

donde la primera igualdad viene de ¢o ¢! = idy, la segunda igualdad se cumple porque ¢ es un homomor-
fismo, y la tercera igualdad viene de ¢! o¢p = idg. [ |

7.3.7. Proposicion. Todo grupo ciclico finito de orden n es isomorfo a Z/nZ. Todo grupo ciclico infinito es
isomorfo a Z.

*Yegor Ivanovich Zolotariov (1847-1878), matemdtico ruso, de San Petersburgo. Obtuvo varios resultados importantes, pero murié
joven atropellado por un tren.
*“Para recordar la reciprocidad cuadrética y los simbolos de Legendre y Jacobi, véanse mis apuntes
http://cadadr.org/san-salvador/2018-cp-tne/reciprocidad-cuadratica.pdf
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Demostracion. Si G es un grupo ciclico finito de orden n, entonces
G=(®=1,8¢8....8" "}
para algin g € G. Definamos la aplicaciéon
¢:G—27inz, gr— k],

Esta aplicacion esté bien definida: g* = g’ siy solamente si k = ¢ (méd n). Note que esto también demuestra
que ¢ es una biyeccion. Este es un homomorfismo, ya que

$g*- 81 = P ) = lk+ 01, = [kl + (01, = p(g") + (8",
Ahora si

G=(g)=1g"Inez}
es un grupo ciclico infinito, entonces la aplicaciéon

$:G—27, g'—n
es visiblemente un isomorfismo. [ |
7.3.8. Ejemplo. Para el grupo de las raices n-ésimas de la unidad tenemos un isomorfismo

pn(©) = ZInZ, Lk~ [klp. A

7.3.9. Ejemplo. Un grupo puede ser isomorfo a un subgrupo propio. Obviamente, es imposible para grupos
finitos, pero para grupos infinitos, por ejemplo, tenemos un isomorfismo

7—27:={2n|\ne”Z}, n-—2n. A

Note que el isomorfismo construido en 7.3.7 no es canénico: para construirlo, hemos escogido un gene-
rador g € G. Diferentes generadores nos darian diferentes isomorfismos. Los grupos especificos Z/nz, u,(C),
Z vienen con un generador candnico en cierto sentido: [1],, {, := e*™/"*  y +1 respectivamente.

7.3.10. Definicién. Un isomorfismo entre un grupo Gy si mismo se llama un automorfismo de G.

7.3.11. Observacion. Los automorfismos de G forman un grupo respecto a la composicion. Este se denota por
Aut(G).

Demostracion. Siempre existe el automorfismo identidad id: G — G y es el elemento neutro de Aut(G). Si
¢: G— Gywy: G— Gsondos automorfismos, entonces su composicion wo¢: G — G es también un automor-
fismo. Todo automorfismo ¢: G — G posee una aplicacién inversa ¢~!: G — G, y como hemos visto arriba, es
automaticamente un automorfismo. [ |

El estudio de automorfismos de un objeto es un tema fundamental en matematicas. Aqui vamos a ver un
ejemplo sencillo de automorfismos de grupos ciclicos.

7.3.12. Ejemplo. Consideremos el grupo ciclico Z/nz. Notamos que todo automorfismo
¢:ZInZ—7ZInZ

esta definido por la imagen ¢([1]), puesto que [1] es un generador. Para que ¢ sea sobreyectivo, ¢([1]) también
debe ser un generador, y en este caso ¢ es automaticamente inyectivo. Podemos concluir que los automor-
fismos de Z/nZ son precisamente

Ha: [x]— [ax],

donde mcd(a, n) = 1; es decir, [a] € (Z/nZ)*. Ademas,

Ha©Hp = Hab,

lo que nos da un isomorfismo
(ZIn2)* = Aut(Z/nz), la]l— Ua- A
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7.3.13. Ejemplo. Las mismas consideraciones nos dicen que un grupo ciclico infinito tiene dos automorfis-
mos:
Aut(Z) = {£1}. A

7.3.14. Ejemplo. Sean X e Y dos conjuntos tales que existe una biyeccién f: X — Y. Dejo al lector verificar
que una eleccién de f induce un isomorfismo entre los grupos simétricos

Sx — Sy,
-1
xZx—xyvioxZxLly).

En particular, el grupo de permutaciones de los elementos de un conjunto finito X es isomorfo a S, donde
n=1X|. A

7.3.15. Ejemplo. Dado un cuerpo k consideremos el espacio vectorial k" junto con su base estdndar
e =(1,0,0,...,0), 2 =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,0,...,1).

En los cursos de algebra lineal se estudia que las aplicaciones lineales k" — k™ pueden ser representadas
por las matrices de n x i, de tal modo que la composicion de aplicaciones lineales corresponde a la multi-
plicacion de matrices. Aplicaciones lineales invertibles corresponden a matrices invertibles. Esto nos da un
isomorfismo de grupos

GL(k™) = GLy (k).

En general, si V es cualquier espacio vectorial sobre k de dimensién n, una eleccion de base nos da un iso-
morfismo de espacios vectoriales f: V = k", y por lo tanto un isomorfismo de grupos

GL(V) = GL(K"),
@: V=V)— (fopof i k" — k"),

pero este no es candnico ya que depende de la base escogida. A
7.3.16. Ejemplo. La exponencial real

exp: R— Rsg, x—exp(x)
es un isomorfismo de grupos que posee una aplicacion inversa, a saber el logaritmo:

log: Rso — Rsg, x—log(x).
Como hemos visto, la aplicacién inversa es automaticamente un homomorfismo:
log(xy) =log(x) +log(y). A

7.3.17. Ejemplo. Dejo como un ejercicio encontrar isomorfismos de grupos D3 = S3 = GL, (F»). A

Cuando dos grupos son isomorfos, estos pueden ser identificados, salvo alguna permutacién de elemen-
tos que respeta la operacion del grupo. En particular, dos grupos isomorfos comparten las mismas propie-
dades.

7.3.18. Ejemplo. Los grupos Z/6Z y Sz tienen la misma cardinalidad 6 = 3!. Sin embargo, Z/6Z es un grupo
abeliano, mientras que S; no lo es, y por lo tanto no son isomorfos.

De la misma manera, el grupo ciclico Z/87 y el grupo de cuaterniones Qg no son isomorfos: los cuater-
niones Qg no son abelianos. El grupo diédrico

D4:{id)r)rz)r3)f)rf)r2f)r3f}
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es otro grupo no abeliano de 8 elementos que no es isomorfo a Qg. Por ejemplo, podemos notar que en Qg
se tiene
(*D? = (&))* = (=K)* = -1,

asi que +1,+/,+K tendran orden 4. Ademas, —1 es el inico elemento de orden 2. Los elementos del grupo Dy
tienen ordenes distintos: r? y todas las cuatro reflexiones f,r f,r?f,r> f tienen orden 2, mientras que r y r3
tienen orden 4. A

Desde los inicios de la teoria de grupos los matematicos estaban interesados en describir todos los grupos
finitos salvo isomorfismo. Sin embargo, la estructura de grupo es muy bésica, asi que este problema es algo
similar a compilar un atlas de botanica con todas las plantas del mundo... Sorprendentemente, la respuesta,
aunque sea enorme, existe y se conoce como la clasificacién de los grupos simples  finitos. Esta fue
terminada en los afios 2000. E1 mismo enunciado es muy complicado y sus pruebas estan contenidas en
centenas de articulos publicados a partir de los afios 50 del siglo pasado. Entonces, aunque la clasificacion
de grupos finitos es un logro muy importante, es un area bastante peculiar.

7.3.19. Observacion. Sea ¢: G — H un homomorfismo de grupos. Definamos la imagen de ¢ por
im¢:= f(G):={p(g) 1g€ G}
y el niicleo por
kerp:={geGlp(g) =1y}
Entonces, im¢ es un subgrupo de H y ker ¢ es un subgrupo de G. O

7.3.20. Observacion. Un homomorfismo ¢: G — H es inyectivo si y solamente si su niicleo es trivial; es decir,
ker¢ = {1¢}. O

7.3.21. Ejemplo. El ntcleo del homomorfismo sgn: S, — {#} consiste en todas las permutaciones pares
o € S,. Este se denota por
Api={c€S,|sgno =+1}

y recibe el nombre del grupo alternante. Siendo un nucleo, este es un subgrupo de S,,.
Por ejemplo,

Ay = {id},
Az ={id, (12 3), (13 2)}.
En S, las permutaciones son de la forma
id, (e¢), (s00), (s0)(s0), (s o0
Luego, los elementos de A, son las permutaciones id, (e o o) y (s o) (¢ o):
id,
(123), (124, (132), (134, (142), (143), (234, (243),
12)34), 13)24, 1423). A

7.3.22. Ejemplo. Elntdcleo del homomorfismo det: GL,(A) — A* recibe el nombre del grupo lineal especial
y se denota por
SL,(A) :={aeGL,(A) |deta = 1}.

Ya hemos visto un caso particular que es el grupo SL;(2). A

7.3.23. Ejemplo. Tenemos
ker(R* “£2 {+1}) = Rsy. A

*Véase la definicién de grupo simple en §7.9.
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7.3.24. Ejemplo. Por definicién, el grupo de las n-ésimas raices de la unidad u,(C) es el ntcleo del homo-
morfismo z— z" sobre C*:

x ()"

Un(C) :=ker(C* —— C*). A
7.3.25. Ejemplo. Para la exponente compleja

exp: C—C*, z—¢€°

se tiene .
X
ker(C 22 C*)=27iZ = 2min|ne Z} cC.

Por esto en el caso complejo, el logaritmo es mas sutil: la exponencial toma el mismo valor en z+2xin para
todo n € 7, lo que impide definir una funcién inversa log: C* — C. A

Dado que la imagen de un homomorfismo ¢: G — H es un subgrupo de H, si ¢ es inyectivo, este puede
ser visto como un isomorfismo entre G e imG. En esta situaciéon es comtn identificar G con imG.

7.3.26. Ejemplo. Toda permutacion o € S,, puede ser extendida a una permutaciéon de {1,...,n, n+1} ponien-
do

on+1l):=n+1.

Esto define un homomorfismo inyectivo

Snor— Sn+1.

De este modo S, se identifica con un subgrupo de S,.;. En este sentido, tenemos una cadena de subgrupos
S1cScS3c8,cS5¢---

y podemos considerar su unién

Soo = | Sn-
n=1
Este grupo permuta los elementos de {1,2,3,...}, pero para cada o € S, tenemos o (i) = i para todo i, excepto
un numero finito. A

El dltimo ejemplo es algo parecido al grupo peo(C) := Ups1 tn(C).

a

7.3.27. Ejemplo. A unamatrizinvertible a € GL,,(A) podemos asociar una matriz invertible ( 0

0
1) € GLy+1(4)
poniendo 1 en la entrada (n+ 1, n+1). En este sentido se obtiene una cadena de subgrupos
GL;(A) cGLy(A) c GLg(A) c GLy(A) < ---
Luego, se obtiene un grupo

GLo(A) := | GL,(A).

n=1

Este consiste en matrices infinitas, pero cada una de ellas afecta solamente la parte finitade Ax Ax Ax---y
deja el resto intacto. A

7.4 Clases laterales
7.4.1. Notacién. Para un subconjunto S c G y un elemento fijo g € G escribamos
gS:={gs|seS}, Sg:={sglseS}
En particular, para dos elementos fijos g1, g € G se tiene
81582 =81(582) = (815)82=1{g15821s€ S}
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Si G es un grupo abeliano, entonces gS = Sg para cualquier g € G. Cuando G no es abeliano, en general
gS#Sg.

7.4.2. Observacion. Sea G un grupo y H su subgrupo. Consideremos la relacion
g1=g (mdd H)

para g1, 8 € G dada por una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) gilgeH.
2) g»€ g1 H (es decir, g, = g1h para alguin h € H).
Esta es una relacioén de equivalencia. O
También podriamos considerar la relacién
§1~8 = gg €H

Ya que el grupo G no es necesariamente abeliano, en general esta relacion es diferente de la relacién de
arriba, pero es también una relacién de equivalencia.

7.4.3. Observacion. Sea G un grupo y H su subgrupo. Consideremos la relacion g, ~ g, para g1, 8 € G dada
por una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) g287' € H.
2) g € Hg (es decir, g» = hg, para algtin h € H).
Esta es una relacion de equivalencia. O

Como para toda relacién de equivalencia, tenemos una descomposicién de G en una unién disjunta de
clases de equivalencia. Para la relacion de 7.4.2 las clases de equivalencia son precisamente los conjuntos
gH para g € G, mientras que para la relacién de 7.4.3 son los Hg.

7.4.4. Definicién. Los subconjuntos gH c G se llaman las clases laterales izquierdas  respecto a H. El
conjunto de las clases laterales izquierdas se denota por G/H. Los subconjuntos Hg se llaman las clases
laterales derechas respecto a H. El conjunto de las clases laterales derechas se denota por H\G .

7.4.5. Observacioén. Para todo g € G existen biyecciones de conjuntos
gH=H y Hg=H.
En otras palabras, cada clase lateral izquierda (resp. derecha) tiene la misma cardinalidad que H.

Demostracion. Por ejemplo, para las clases izquierdas, tenemos biyecciones

gH— H,
gh—g'gh=h,
gh —h. ]

“En inglés “clase lateral” se traduce como “coset”.
"No confundir la notacién H\G con la diferencia de conjuntos X\ Y.

12
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7.4.6. Observacion. La aplicacién entre conjuntos

induce una biyeccién candnica

G/H — H\G,
gH— Hg .

Demostracion. La aplicacion esta bien definida sobre las clases de equivalencia: g; H = g» H quiere decir que

g = gih para algin he H. Luego, g, = h™'g;!, asi que Hg,' = Hg;'. Entonces, la aplicacién g — g~! envia

la clase lateral izquierda gH a la clase lateral derecha Hg™!.
Esta claro que i es una biyeccidn, puesto que ioi =id. [ ]

Aunque gHy Hg tienen la misma cardinalidad, en general gH # Hg si el grupo G no es abeliano.

7.4.7. Ejemplo. En el grupo simétrico S,, consideremos las permutaciones que dejan el nimero  fijo. Estas
forman un subgrupo que es isomorfo a S;,_1:

H:={c€S,|locn)=n}=S,-1.

Dos permutaciones o y T pertenecen a la misma clase lateral izquierda si o't € H; es decir, si o(n) = 7(n).
Entonces, tenemos rn diferentes clases laterales izquierdas S,/ H

Li:={ceS,lon)=i}, 1<i<n.

Por otro lado, o y 7 pertenecen a la misma clase lateral derecha si to~! € H; es decir, si o7!(n) = 771 (n).
Hay n diferentes clases laterales derechas H\S,,

Ri:={o0€eS,|loi)=n}, 1<i<n.

Ahora si L; = R; para algun i, tenemos

on)=i < o(i)=mn,
entonces i = n. A

7.4.8. Ejemplo. Consideremos el grupo aditivo C e identifiquemos R con el subgrupo de los niimeros com-
plejos z tales que Im z = 0. De la misma manera, consideremos el grupo multiplicativo C* y sus subgrupos

S':i={zeC* ||zl =1}

(el grupo del circulo) y
Rsp=1{z€C* |Imz=0,Rez > 0}.

Los dibujos de abajo representan las clases laterales

C/R={z+R|zeC},
C* ISt ={zS' [zeC},
CX/R>QZ{Z|R>0 | ZGCX}

en el plano complejo.

13
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Im Im Im

Re

Re

C/R C* /R

A

7.4.9. Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo. Consideremos el grupo GL,,(A) y su subgrupo SL,(A) :={a €
GL,,(A) | deta =1}. Para a, b € GL, (A) tenemos

aSL,(A) =bSL,(A) < a 'beSL,(A) < det(a” ' b) =det(@) " -det(h) =1

< deta=deth.

De la misma manera,

SL,(A)a=SL,(A) b <> ab ' €SL,(A) < det(ab™") =det(a)-det(h) ' =1
< deta=deth.

Entonces, las clases laterales izquierdas y derechas coinciden:
aSL,(A)=SL,(A)a paratodo ae GL,(A),
y corresponden a las matrices de determinante fijo:
M.={acGL,(A)|deta=c} paraalgince A*. A
7.4.10. Ejemplo. Para el grupo simétrico G = S,, y el grupo alternante H = A, tenemos

74, = sgn(o_lr) =1 < sgno =sgnr,

OA,=TA, &< 0
y de la misma manera,

Apo=A,T <= 01 €A, = sgn(o1 ') =1 < sgno =sgnr.

Entonces, o A, = A,, 0, y hay solamente dos clases laterales: una formada por las permutaciones pares y la
otra por las permutaciones impares:

Ap={0€S,lsgno=+1}, (12)A,=A,(12)={c€S,|sgno=-1}.
Notamos que esto demuestra que |A,| = n!/2. A

7.4.11. Ejemplo. El mismo razonamiento demuestra que para el grupo R* y el subgrupo R-( hay dos clases
laterales:

Rop={xeR* x>0}, —1:-Rsg=Reo={xeR*|x<0}. A
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7.5 Teorema de Lagrange

7.5.1. Definicion. Sila cardinalidad |G/H| = |H\G| es finita, este niimero se llama el indice de H en Gy se
denota por |G: H|.

7.5.2. Ejemplo. Tenemos |S,,: A,| =2y |[R* : Rsg| = 2. Note en particular que un grupo infinito puede tener
subgrupos de indice finito. A

7.5.3. Proposicion (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H es su subgrupo, entonces
|Gl =1G: H|-|H].

Demostracion. G se descompone en una union disjunta de clases de equivalencia. En total hay |G : H| clases
de equivalencia y cada una tiene | H| elementos como vimos en 7.4.5. [ ]

7.5.4. Corolario. Si G es un grupo finito y H < G es un subgrupo, entonces |G| es divisible por |H|.

7.5.5. Ejemplo. En el capitulo anterior hemos visto que un grupo ciclico de orden n tiene precisamente un
subgrupo de orden d para cada d | n. A

7.5.6. Corolario. Si G es un grupo finito, entonces el orden de todo elemento g € G divide a |G|.

Demostracion. El orden de g es el orden del subgrupo (g) generado por g. [ |
7.5.7. Corolario. Si|G|=n, entonces g" =1 para todo g€ G.

Demostracion. Se sigue del hecho de que el orden de todo g € G divide a |G|. [ |

7.5.8. Ejemplo. Para el anillo Z/nZ el grupo de unidades viene dado por
(Z/nz)* ={[al, | mcd(a,n) =1}.
Su cardinalidad es la funcién ¢ de Euler:
(ZInZ)*| = ¢(n).

Entonces, se tiene
a®™W=1 médn) simcd(an) =1.

Esta congruencia se conoce como el teorema de Euler. En particular, si n = p es primo, se obtiene el pequeno
teorema de Fermat:
a’'=1 (méd p) sipta. A

7.5.9. Corolario. Todo grupo de orden primo p es ciclico.

Demostracion. Si |G| = p, entonces los subgrupos de G son de orden 1 o |G|; es decir, G no tiene subgrupos
propios. Sea g € G un elemento tal que g # 1. Entonces (g) # {1}, y por lo tanto (g) = G. [ |

7.5.10. Ejemplo. Para el grupo alternante A, tenemos |A4| = 4!/2 = 12, asi que los subgrupos necesariamente
tienen orden 1,2,3,4,6,12. Cada subgrupo de orden 2 es de la forma {id, o} donde ordo = 2. En este caso los
elementos de orden 2 son productos de dos transposiciones disjuntas. Tenemos entonces los siguientes tres
subgrupos de orden 2:

(12)34), (13)(24), (1423).

Cada subgrupo de orden 3 es ciclico, generado por un elemento de orden 3, en este caso un 3-ciclo. Tenemos
los siguientes cuatro subgrupos de orden 3:

((123)=(132), (124)=<142), ((134)=(143)), ((234)=(243)).
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Ahora si H c A, es un subgrupo de orden 4, sus elementos necesariamente tienen orden 2 o 4. En A4 no hay
elementos de orden 4, y la inica opcién que nos queda es de considerar todos los tres elementos de orden 2
junto con la permutacion identidad:

V=1{id,(12)(34),(13)(24),14) (23}

Se ve que este es un subgrupo. El grupo V se conoce como el grupo de cuatro (Vierergruppe en aleman) o
el grupo de Klein. Este grupo es abeliano.

o id 12)34 13249 1423

id id 12)34) 1324 14)23)
(12)(34) 12)34) id 1423 1324
13)(24 1324 1423 id 1234
14)(23) 1423 1324 12)34) id

De hecho, es facil verificar que todo grupo de orden 4 es ciclico (y entonces es isomorfo a Z/47), o isomorfo
a V; haga el ejercicio 7.1.

En fin, si H ¢ A, es un subgrupo de orden 6, sus elementos necesariamente tienen orden 2 o 3; es decir,
son 3-ciclos o permutaciones de la forma (e o) (¢ ). Junto con cada 3-ciclo H debe contener su inverso. Las
posibles opciones son

{id,(abc),(ach),(12)(34),(13)24),(14)23)}

y
fid,(abc),(ach),ijk),ikj (pq sk

Podemos descartar el primer caso: conjugando (a b ¢) por una de las permutaciones (e o) (¢ ¢) se obtiene
otro 3-ciclo (a@’' b’ ¢) # (a b ¢), (a ¢ b). De la misma manera, en el segundo caso, conjugando (p g) (r s) por un
3-ciclo se obtiene (p’ ¢") (r' s') # (p q) (r 3).

Podemos concluir que en A4 no hay subgrupos de orden 6. Este ejemplo en particular demuestra que si
d | |G|, entonces G no necesariamente tiene subgrupos de orden d. A

Terminemos esta seccion por el siguiente resultado importante.

7.5.11. Proposicion. Sea k un cuerpo. Entonces, todo subgrupo finito de su grupo de unidades k* es ciclico.
Para demostrarlo, necesitamos el siguiente lema.

7.5.12. Lema. Sea G un grupo de orden finito n. Supongamos que para todo d | n se cumple

(7.1) #HxeGlx'=1}<d

Entonces G es ciclico.

Demostracion. Si G tiene un elemento g de orden d, entonces este genera el subgrupo (g) que es ciclico de
orden d. Todo elemento & € G tal que h? = 1 pertenece a este subgrupo gracias a la hipétesis (7.1), y si h
tiene orden d, entonces es otro generador de (g). En total este subgrupo tiene ¢(d) generadores. Entonces,
el nimero de elementos de orden d es igual a 0 0 ¢(d). De hecho, el primer caso no es posible: la férmula

Y o) =n

dln

demuestra que si para algln d | n el grupo G no tiene elementos de orden d, entonces |G| < n. En particular,
G debe tener un elemento de orden n y por lo tanto es ciclico. [ |
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Demostracién de 7.5.11. Sobre un cuerpo, la ecuacién polinomial x -1 = 0 tiene como maximo d soluciones,
y por lo tanto podemos aplicar el lema anterior. [ |

7.5.13. Ejemplo. Para k =R los Ginicos elementos de orden finito en R* son +1. A

7.5.14. Ejemplo. Para k = C los elementos de orden finito en C* forman el subgrupo de las raices de la
unidad p(C). El resultado de 7.5.11 nos dice que todos los subgrupos finitos de C* son ciclicos. Sin embargo,
el grupo infinito . (C) no es ciclico y de hecho no es finitamente generado. A

7.5.15. Ejemplo. Si k =F, es un cuerpo finito entonces 7.5.11 implica que el grupo F; =F,\ {0} es ciclico
de orden g — 1. Note que la demostracion de 7.5.11 no es constructiva: un conteo implica que [F;k posee un

generador, pero no dice cudl elemento particular es. En este sentido, aunque se puede escribir
Fr=Z/(q-1Z,

el grupo aditivo Z/(g—1)Z tiene un generador distinguido [1], mientras que para [} no esta claro cuél gene-
rador hay que escoger (y hay ¢(q — 1) posibilidades). El isomorfismo de arriba dependeria de esta eleccidon.
Para dar un ejemplo particular, el grupo F; es ciclico de orden 3 y puede ser escrito como

Fy =1{1,a,a°}

donde a es un generador y a? seria el otro generador. Luego la tabla de adicién en F4 viene dada por

[\

+]0 1 a a
00 1 a da
1|1 0 a a
ala a 0 1
a|a®> a 1 0
Note que este grupo es isomorfo al grupo V. A

7.5.16. Ejemplo. Para el cuerpo F5 = Z/5Z, el grupo
Fs = {[11,[2], (3], [4]}
es ciclico. Sus generadores son [2] y [3]: tenemos
22=4 (méd5), 2°=3 (méd5), 2*=1 (méd5)

y
32=4 (méd5), 3°=2 mods5), 3*=1 (méd 5). A

7.5.17. Ejemplo. El anillo cociente k:=F,[x]/(x>+x+1) es un cuerpo de 8 elementos, dado que el polinomio
x3+ x+1 es irreducible en F,[x]. Entonces, k* es un grupo ciclico de 7 elementos. Este tiene 6 generadores;
es decir, como generador se puede tomar cualquier polinomio entre

X x+1,x2, x2+1, x24+x, x2+x+1.

Por ejemplo, tenemos

=, =x+1, 0 =x2+x, 0 =x2+x+1,x° = x2 +1}. A

7.5.18. Ejemplo. El anillo cociente k := F3[x]/(x* + 1) es un cuerpo de 9 elementos, dado que el polinomio
x?+1 es irreducible en F3[x]. Entonces, k* es un grupo ciclico de 8 elementos, y ¢(8) = 4 son sus generadores.
Dejo al lector verificar cudles elementos entre

X, x+1,x+2,2x,2x+1,2x+2

generan a k*. A
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7.6 Grupos cociente

Si G no es abeliano y H c G es un subgrupo, en general tenemos gH # Hg. Cuando esto se cumple, se
dice que H es un subgrupo normal. Esto también puede ser formulado en términos de conjugacion. Cuando
para dos elementos h'y h' se cumple h' = ghg™! para algin g € G, se dice que h 'y I’ son conjugados, o que
I’ es el resultado de la conjugacién de & por g.

7.6.1. Definicion (Galois, 1832). Sea G un grupo y H < G un subgrupo. Se dice que H es normal si se
cumple una de las propiedades equivalentes:

1) toda clase lateral izquierda coincide con la clase lateral derecha correspondiente:

gH=Hg paratodo geG;

2) la conjugacién de H por los elementos de G coincide con H:

gHg ':={ghg'|he H=H paratodo geG;

3) una variacién de 2):
ghg™'eH paratodogeGyheH.

La equivalencia de 1) y 2) esté clara. La condicién 3) significa que gHg™! < H para todo g € Gy por lo
tanto 2) implica 3). Por fin, si se cumple 3), entonces para cualesquiera g y h tenemos g~'hg € H, y luego
g(g'hg)g™' = h,lo que implica H < gHg™'. Entonces, 3) implica 2).

Cuidado: si tenemos una cadena de subgrupos
KcHcG
y K es normal en H, esto no quiere decir que K es normal en G.

7.6.2. Observacion. Para una familia de subgrupos normales H; < G la interseccion (; H; es también un sub-

grupo normal. O
7.6.3. Ejemplo. Si G es un grupo abeliano, todo subgrupo es normal. A
7.6.4. Ejemplo. Los subgrupos {1} y G son normales. A

7.6.5. Ejemplo. En el grupo simétrico S3 hay 3 subgrupos de orden 2 que corresponden a las transposiciones:
((12)), <1 3)), (2 3)).

Luego, tenemos el grupo alternante, que es el Gnico subgrupo de orden 3:
Az ={id, (1 2 3),(1 3 2)}.

El subgrupo A; es normal, ya que para todo 7 € S3, si o es un 3-ciclo, entonces ro7~! es también un 3-ciclo.
Las relaciones

13)1213)7"'=@23),
1213127 "'=@23),
12)@23)12)7'=013)

demuestran que los subgrupos de orden 2 no son normales. A
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7.6.6. Ejemplo. De nuestra descripcién de los subgrupos del grupo alternante A4 en 7.5.10 se ve que el iinico
subgrupo normal (salvo 1y el mismo A,) es

V=1{d (12 34,13 (24),1423)}. A

7.6.7. Ejemplo. El subgrupo de S,
H:={oce§S,|locn)=n}=S5,

considerado en 7.4.7 no es normal para n = 3, puesto que o H = Ho solo para o =id. A

7.6.8. Observacion. Para todo grupo G su centro Z(G) es un subgrupo normal.

Demostracion. Tenemos
Z(G):={xeG|xg=gxparatodo ge G} = {xe G| x=gxg ! paratodo ge G},

y en particular, para todo g € G tenemos
gZ(G)g ' = Z(G). ]

7.6.9. Observacion. Para todo homomorfismo ¢: G — H el nticleo ker ¢ es un subgrupo normal de G.
Demostracion. Paratodo g€ Gy k € ker¢ tenemos

Pgkg™) = p(g) ¢k)- @) = p(g) p(g) ' =1,
asi que g- (ker¢)-g~! ckere. [ |
7.6.10. Ejemplo. A, es un subgrupo normal de S,, siendo el ndcleo del homomorfismo sgn: S, — {+1}. A

7.6.11. Ejemplo. SL,(R) es un subgrupo normal de GL, (R), siendo el nicleo del homomorfismo det: GL,,(R) — R*.
A

7.6.12. Ejemplo. Elsigno de un ntimero real es un homomorfismo sgn: R* — {+1}. Consideremos el homo-

morfismo

GL, (R) 2% p* 38 (4 1),

Su ntcleo es el subgrupo normal
GL,(R)* :={A€GL,(R) | det A > 0}. A

7.6.13. Comentario. A diferencia del ntcleo ker¢ c G, la imagen im¢ < H de un homomorfismo ¢: G — H
en general no es un subgrupo normal. De hecho, si K = H no es un subgrupo normal, entonces la inclusion
i: K— Htiene K como su imagen. En los grupos abelianos, todos subgrupos son normales, asi que si ¢p: A —
B es un homomorfismo de grupos abelianos, entonces im¢ < B es un subgrupo normal. Es una diferencia
fundamental entre los grupos abelianos y no abelianos.

El siguiente resultado explica el significado de la nocién de subgrupo normal. La normalidad de H = G
significa precisamente que la multiplicacién en G es compatible con la relacién de equivalencia médulo H.

7.6.14. Proposicion. Sea H c G un subgrupo. Para cualesquiera g1, g}, 82,85 € G se tiene
(7.2) g1=g moéd H), g=g, méd H) = gg=g\g modH
si y solamente si H es normal.
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Demostracion. Recordemos que por la definicién de la relacién de equivalencia médulo H, la condicién (7.2)
nos dice que para cualesquiera g1,g;,82,8,€G

giegiH gegpH = gig=g1g modH).
Es decir, para cualesquiera g1,8, € G, h1,h, € H
8182 =(g1h)(g2h2) (mdd H),

los que es equivalente a
(€182) " (€1h)(g2h2) € H

Luego,
(g182) ' (g1h1)(g2h2) = g5 i gaha,

entonces la condicion es
-1
8 hl &€ H.

Esto es equivalente a la normalidad de H. [ |

7.6.15. Definiciéon. Si H c G es un subgrupo normal, entonces el grupo cociente correspondiente es el
conjunto de las clases laterales G/ H junto con la operacién

giH-goH=(g182)H.

En otras palabras, el producto de las clases de equivalencia de g; y g» médulo H es la clase de equivalencia
de 8182.

Como acabamos de ver, la féormula de arriba tiene sentido: si H es normal, entonces la clase lateral
(g182)H no depende de g; v g2, sino de las clases laterales g1 H'y g2 H. Esta operacion es asociativa, puesto
que la operacién en G lo es; la identidad en G/H es la clase lateral 1H = H; los inversos vienen dados por
(gH)'=g'H.

Por la definicién del producto en el grupo cociente, se tiene un homomorfismo sobreyectivo

n:G—G/H, g- gH.

Notamos que kerw = H. A veces en lugar de “gH” se escribe “g” o “[g]”, dado que se trata de las clases de
equivalencia médulo H.

7.6.16. Ejemplo. Si Aesun anilloyac Aunideal, entonces por la definicién, el anillo cociente A/arespecto
a la adicion es el cociente del grupo aditivo A por el subgrupo a.
Un caso muy particular de esta situacion son los grupos Z/nZz. A

7.6.17. Ejemplo. En el grupo alternante A4 el Gnico subgrupo normal propio es V. Tenemos

41/2
[Ag/ VI =1Agll|V] = el 3

asi que A4/V =27/37Z (todo grupo de orden primo es ciclico). En efecto, en este caso las tres clases laterales
son

V=1{id, (12)(34),(13)(24), 1423},
123)V={(123),(134),243),(142)},
132)Vv={(132),(234),(124),(143)}.

Tenemos la siguiente tabla de multiplicacién médulo V.
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7.7. Primer teorema de isomorfia

o id (123 (132

id id 123 (@132
123 | 123 @132 id
132) | 132 id (123)

A

7.6.18. Ejemplo. En el grupo de cuaterniones Qg el subgrupo {+1} es normal. El cociente Qg/{+1} es un grupo
de orden 4 que no es ciclico, asi que es isomorfo al grupo V (véase el ejercicio 7.1). Especificamente, la tabla
de multiplicacién en Qg/{+1} viene dada por

T 1 J K
1 1 I Ji K
T T 1 K T
T T K 1 1
K K T I 1

Esta es la multiplicacién habitual de cuaterniones, solo hemos olvidado los signos +1 (por este motivo el

producto se volvié conmutativo).

7.7 Primer teorema de isomorfia

A

El siguiente resultado es analogo al teorema de isomorfia para anillos conmutativos que hemos probado

en el capitulo 4.

7.7.1. Proposicion (Primer teorema de isomorfia). Todo homomorfismo de grupos ¢: G — H induce un

isomorfismo canénico

Demostracién. Primero notamos que la aplicacion ¢ esté bien definida:

¢: Glker¢ LR ima,
g -ker¢— ¢(g).

g1 -ker¢p =gy -kerp — gl_lgz ekerp <= P(g1) = P(go).

Esta verificacion también establece que la aplicacion ¢ es inyectiva. Es sobreyectiva por la definicién. En fin,

¢ es un homomorfismo, dado que ¢ lo es.

También hay segundo y tercer teorema de isomorfia, pero los vamos a ver en los ejercicios.

7.7.2. Corolario. Si G es un grupo finito, entonces para todo homomorfismo f: G — H tenemos

|G| = |im f] - | ker f].
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7.7. Primer teorema de isomorfia Capitulo 7. Homomorfismos de grupos

7.7.3. Comentario. El tltimo resultado es un andlogo de la férmula
dimy U = dimg (im f) + dimy (ker f)
que tenemos para una aplicacién lineal f: U — V, donde U es un k-espacio vectorial de dimension finita.

7.7.4. Ejemplo. Compilemos una tabla con ejemplos familiares de homomorfismos.

homomorfismo ndcleo | imagen isomorfismo

R g, (1) R0 R*/ {1} = Ry

cx =2 ¢ 110 (C) c* C*/un(C) = C*
R, o z s! R/Z=S!
Q= o Z oo (C) Q/Z = 11y (©)
GLn(R) 2 R~ SL.(R) R* GL(R)/ SLn(R) = R
GL,® 25 R %% (41} | GL,®* | {#1} | GL,(R)/GL,®)* = {+1}
Sy (41 Ay (+1} SplAp = {£1}

o i Ry, st R C*IS! =Ry

cx 22, s Rso st C* IRy = S!

En el isomorfismo R/Z = S' la aplicacién x — ¢™* puede ser visualizada como una hélice que se proyecta
al circulo:

Los isomorfismos C*/S! = R.o y C*/Rso = S' vienen nada mds de la representacién canénica de un ni-
mero complejo z=r e’ donde r € Rs y 0 < ¢ < 27.

Cuidado: Q/Z y R/Z de arriba son grupos cociente, no son anillos cociente: Z es un subgrupo aditivo en Q
y R, pero no es un ideal. A

7.7.5. Ejemplo. Sea p un primo impar. Consideremos el homomorfismo dado por el simbolo de Legendre
(E) : [F; — {£1}.

Este homomorfismo es sobreyectivo: en Fj; hay por lo menos un cuadrado y un no-cuadrado. El ntcleo con-
siste en el subgrupo de cuadrados
X\2 . _ g2 X
(F)*:=1a*lacF}}.
El primer teorema de isomorfia nos dice entonces que

X X\2 ~
[Fp/([Fp) ={+1}. A
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7.7.6. Ejemplo. Para dar un ejemplo mas interesante, consideremos el grupo simétrico S, y el subgrupo
V:={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}.
Este subgrupo es normal: para todo o € S4 se tiene
a(i j)(k o™ = (@) o()) (@ k) a(0).
Calculemos entonces el grupo cociente S;/V. Notamos que
|S4/ V| =1|S4|/1V]|=24/4=6.

Salvo isomorfismo, existen dos grupos de orden 6: el grupo ciclico Z/6Z y el grupo simétrico S; (véase el
ejercicio 7.2). En este caso el cociente no puede ser ciclico, asi que es isomorfo a Ss. A saber, para que S;/V
sea ciclico, necesitamos un elemento de orden 6, que corresponderia a una permutacion o € S, tal que

U€V,026€V,U3$V,U4<£V,05<£V,UGEV.
Sin embargo, toda permutacion o € S, tiene orden < 4, asi que esto es imposible.

Para dar un isomorfismo explicito S4/V = S5, podemos encontrar un homomorfismo sobreyectivo ¢: Sy —
S3 que tiene V como su ndcleo. Notamos que hay tres diferentes particiones del conjunto {1,2,3,4} en dos
conjuntos de 2 elementos:

A={{1,2},{3,4}}, B=1{{1,3},{2,4}}, C=1{{1,4}1{2,3}}.
Ahora una permutacion o € S4 envia cada una de las particiones
i, ji, ik, 03}

a una particién
{Ho@,a(N}, {o(k),a ()}
Esto define un homomorfismo
¢: Spn,2,341 — Sia,B,C-
Por ejemplo, a la permutacion (1 4) corresponde
A—{{4,2}, 3,1}}=B, B—{{4,3},{2,1}}=4, C—{{41},{2,3}}=C,

asi que
$(14)=(AB).

De la misma manera, a la permutacion (1 2 4) corresponde
A—{{2,4,3,1}=B, B—{{2,3},{4,1}}=C, C—{{2,1},{4,3}}=A,

y luego
$(124)=(ABOQO).

Dado que en la imagen de ¢ estdn las permutaciones (A B) y (A B C), podemos concluir que ¢ es un
homomorfismo sobreyectivo (una transposiciéon y un 3-ciclo generan S3). El nidcleo de ¢ consiste en las
permutaciones que preservan las particiones A, B, C, y no es dificil ver que

ker¢p = V.
Entonces, ¢ induce un isomorfismo
g_bl S4/V nd S{A,B,C};
oV — (o).
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Las seis clases laterales en S4/V son las siguientes:

V={id, (12)(34),(13)(24),14)(23)},
12)Vv={12),(34),(1324),1423)},
13)V={13),(1234),(24),1432)},
14V={14),(01243),(1342),(23)},

123)Vv={123),(134),243),(142)},
124)V={124),(143),(132),(234)}.

Entonces, el isomorfismo en cuestién viene dado por

idV —id,
(12)V~(BOQ),
13)V—(ACQ),
(14)V—(AB),
123)V—(ACB),
1249V—(ABOQO. A

7.7.7. Ejemplo. En el capitulo anterior hemos contado el nimero de matrices invertibles de n x n con co-
eficientes en un cuerpo finito F:

#GLu(Fg) = (¢" = 1)-(q" — )+ (q" — q" V).

Ahora gracias al isomorfismo GL,(F;)/SL,(F4) = s sabemos que

1 1
ISLy(Fg)l = — - IGL,(Fp)l= ——= (¢" -1 (q" = @) (" — " "). A
||Fq| 6]—1

7.7.8. Ejemplo (Subrupos de congruencia principales). Para n=2,3,4,5,... consideremos la aplicaciéon
¢: SLp(Z) — SLa(Z1nZ)

que reduce moédulo 7 los coeficientes de una matriz (Z Z) € SL,(Z). Es facil verificar que se trata de un

homomorfismo de grupos (esencialmente porque la reduccién médulo n es un homomorfismo Z — Z/nz).
Este homomorfismo es sobreyectivo.
A saber, una matriz en SL,(Z/nZ) se representa por una matriz con coeficientes enteros

(Z Z) € My(Z) talque ad-bc=1 (méd n).

! /
La sobreyectividad de ¢ quiere decir que existe una matriz (i, Z,) € SL,(Z) tal que

ad=a b=bc=c,d=d (médn).
Hay que trabajar un poco para probarlo.

1) Primero notamos que cy d son coprimos maddulo 7 en el sentido de que si para algin a € Z se cumple
ac=ad=0 (mod n), entonces a =0 (méd n). En efecto, en este caso tenemos

alad)—b(ac)=a (mod n).
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2) Ahora probemos el siguiente lema aritmético: si ¢ y d son coprimos médulo n, entonces existen c',d' € Z
tales que
c'=c, d=d (médn), mcd(c,d)=1.

En efecto, uno de los nimeros ¢y d debe ser distinto de cero. Sin pérdida de generalidad, d # 0. Por el
teorema chino del resto, existe a € Z tal que para todo divisor primo p | d se tiene

{0, pic,

1, plc

a (mod p)

Ahora notamos que
mcd(c+an,d) =1.

De hecho, si p | d, entonces p1 (c+ an). Para verlo, analicemos los siguientes dos casos.

» Sip|c,entonces c+an=c+n (mdd p) por laeleccion de a, pero ptn, dado que ¢y d son coprimos
modulo n.

= Si pfc, entonces c+an=c (méd p).
Entonces, podemos remplazar (c,d) por (c’,d") = (c+ an, d).

3) Ahora bien, segtin lo que acabamos de ver, una matriz en SL,(Z/nZ) puede ser representada por

(f, 5,), donde mcd(c’,d)=1, ad —bc'=1 (mobd n).

Tenemos la identidad de Bézout
ac +pd =1.

Ahora para algln k € Z se tiene
ad —bc' =1+ nk,

y entonces
ad —bc' —nk=ad —bc' —nk(ac +Bd)=1.

Podemos escribir esta identidad como
(a-nkB)d' - (b+nka)c =1.

Entonces, remplazando (a, b) por
(@,b')=(a—nkp, b+ nka)

se obtiene una matriz

a b a b a b
(C, d,)ESLz(Z) talque(,b(c, d’):(c d)'

Notamos que también se puede considerar el homomorfismo GL,(Z) — GLy(Z/nZ), pero este no sera so-
breyectivo: toda matriz en GL,(Z) tiene determinante +1, asi que su imagen en GL,(Z/nZ) necesariamente
tiene determinante +1 (mod n). Asi que basta tomar, por ejemplo, n =5 y una matriz en GL,(Z/nZ) de de-

. . 1 0
terminante 2 o0 3, como por ejemplo (0 2).
Ahora bien, ¢: SL,(Z) — SL(Z/nZ) es un homomorfismo sobreyectivo, y podemos considerar su nicleo:

F(n):zkergbz{(z Z)eSLz(Z))azdzl,bzcso (méd n)}.
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Por el primer teorema de isomorfia, se tiene
SLy(Z)IT(n) =SLy(Z/nZ).

Notamos que si n = p es primo, entonces ya sabemos que
1 2 2 2
ISL2(Z/p2)| = o1 (p"=-D(pP"—-p=pE -Dp.

En general, si n es compuesto, tenemos los siguientes valores:

n: 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
|SLa(Z/nZ)|: 6 24 48 120 144 336 384 648 720 1320
Véase https://oeis.org/A0ORO56 A
7.7.9. Ejemplo. Gracias al isomorfismo S, /A, = {+1}, sabemos que
ISnl _ n!
A = = —. A
[Anl 2 2

7.8 Subgrupos en el cociente

Para los subgrupos en el grupo cociente G/H existe una descripcién muy parecida a la descripcién de
ideales en el anillo cociente A/a que hemos visto en el capitulo 4.

7.8.1. Lema. Sea ¢: G— H un homomorfismo de grupos.

1) Si G' = G es un subgrupo, entonces ¢p(G') es un subgrupo de H.
Ademds, si ¢ es sobreyectivo y G' es un subgrupo normal, entonces ¢(G') es también normal.

2) Si H' < H es un sugrupo, entonces ¢~ (H') es un subgrupo de G.
Ademds, si H' es normal, entonces ¢~ (H') es también normal. O

7.8.2. Teorema. Sean G un grupoy H < G un subgrupo normal. Hay una biyeccién natural entre los subgrupos
de G/ H y los subgrupos de G que contienen a H. Esta biyeccion preserva las inclusiones. A saber, sin: G— G/H
es la proyeccion candnica, entonces la biyeccion viene dada por

Hc K< G— n(K),
7' (K) =K< G/H.
Bajo esta correspondencia, los subgrupos normales corresponden a subgrupos normales.

Demostracién. Dado que n: G — G/H es un homomorfismo, las preimagenes e imagenes de subgrupos res-
pecto a = son también subgrupos. Notamos que si K es un subgrupo de G/ H, entonces

H=n')ca (K.

Podemos concluir que las aplicaciones de arriba estdn bien definidas. Son mutualmente inversas: claramen-
te, n(n~1(K)) = K, y luego,

7 (m(K) = {ge G| n(g) e n(K)} = (g € G| m(g) = n(k) para algin k € K}
={geG|gk ' ekernm = H paraalgiin ke K} = K

(usando que K =2 H). [ |
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7.8.3. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 7.6.18 donde hemos observado que
Qs/{+1} = V.

En general, el grupo de cuaterniones tiene los siguientes subgrupos.

/\'%8\

#L4l}  (#L+])  (2],2K)
— 1
{1}

I
1

Todos los subgrupos de Qg son normales. La estructura de subgrupos en Qg/{+1} = V es la siguiente.

Qg/{x1}

/ T \__

(L,n (L7 {1,K}

A

7.8.4. Ejemplo. Para n par, consideremos el grupo diédrico D,,. En este caso (r?) es un subgrupo de D, que
consiste en la mitad de las rotaciones 1,72, r4,...,r"2. El grupo D, /(r?) consiste en 4 elementos que pueden
ser representados por id,r, f,r f. Este grupo es isomorfoa V.

id T f rf
id id 7 f rf
7 7 id rf f
f f rf o id T
fo| o ! T id

Entonces, los subgrupos de D,, que contienen (r?) corresponden a los subgrupos de V. Excepto el mismo
D,y (r?), son

(ry="{id,r,r%,...,r" 1,
(2 )y =4d, r%, .t R f PR
A rfy ={id, r?,.. " £ L P L
Todos estos subgrupos son normales. A
7.8.5. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 7.7.6 donde hemos establecido un isomorfismo
¢: S4/V =Sy

La estructura de subgrupos en S;4 g ¢} es la siguiente.
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/ Siascl

((A B)) ((AC) (B C))

(A B C))

/

N\

id

A estos subgrupos en S;4 g ¢} corresponden los siguientes subgrupos en S, que contienen a V:

Sy

Ay=¢p (ABO),

Hi=¢"NAB)=Vul4V=(14,1234),
Hy=¢p"N(AC)=VU13)V=(13),12)34),
Hs = gb_l((B CH=Vuld2)V=(12),03)(24).

/

N\

Aqui

Entre estos grupos los tinicos normales son A, y V. (En total, en S, hay 30 subgrupos y no es muy instructivo
enumerarlos todos.) A

7.9 Grupos simples

Los grupos simples tienen importancia inestimable en la teoria de grupos, pero por falta de tiempo,
vamos a ver solamente algunos ejemplos de ellos.

7.9.1. Definicidon. Se dice que un grupo G es simple si los Ginicos subgrupos normales de G son {1} y el
mismo G.

7.9.2. Ejemplo. Un grupo abeliano es simple si y solamente si es isomorfo al grupo ciclico Z/pzZ de orden
primo p. A

7.9.3. Ejemplo. Los grupos SL, (k) no son simples, puesto que estos tienen centro que consiste en las ma-

trices escalares
a



Capitulo 7. Homomorfismos de grupos 7.9. Grupos simples

Se puede pasar al grupo cociente
PSL,, (k) :=SL,,(k)! Z(SL,,(k))

llamado el grupo lineal especial proyectivo. Notamos que en el caso de n =2 se tiene Z(SL, (k)) = {+1}.
Resulta que el grupo PSL,, (k) es simple con dos excepciones:

1) n=2y k=F,, donde
PSL,(F2) = SL,(F2) = GL2(F2) = S3

y S3 tiene un subgrupo normal Ajs;

2) n=2Yy k=F3, donde

(7.3) PSLy (F3) = Ay

y A4 tiene un subgrupo normal V. A
Para las demostraciones de simplicidad de PSL, (k), refiero a [Lan2002, §§XIII.8—9]*.
Junto con (7.3), se tiene otro “isomorfismo excepcional”
(7.4) PSL,(F5) = As,

y este grupo es simple. Vamos a explicar los isomorfismos (7.3) y (7.4) mas adelante” . Por el momento, solo
notamos que para g impar

IGL:Fp)l  (¢*-D(g*°-q) 1 4
PSL, (F,)| = |SLa(F)1/ {1} = = =—(g°-¢).
|PSLa(F )| = |SLy (F )/ 1 {1} TSR 71 5@ =)

En particular,
|PSL2(F3)| =12, |PSLy(F5)| =60.

En esta seccion probaremos que el grupo alternante A, es simple para todo n = 5. Este resultado tiene
mucha importancia, aunque sus pruebas no son muy reveladoras.

7.9.4. Lema. Para n =5 todos los 3-ciclos son conjugados en A,. A saber, si (a b c) y (a' b’ ¢') son dos 3-ciclos
en A,, entonces existe o € A, tal que

@b ch=a@bco™.

Demostracion. A priori sabemos que (a b ¢) y (@’ b’ ¢') son conjugados en S, : existe g € S,, tal que
@b cdy=cgabcol.

Ahora si sgno = +1, entonces ¢ € A, y no hay nada que probar. Si sgno = —1, entonces gracias a nuestra
hipétesis que n =5, existen indices 1 <i < j < n tales que i, j ¢ {a, b, c}. Tenemos o - (i j) € A,,, y luego

1 1

@i aboi)'=clijpaboljo=cljijaboo”

=glaboo =V ),

usando que (a b ¢) e (i j) conmutan, siendo ciclos disjuntos. [ |

*gTal vez volveremos a este asunto cuando hablaremos del conmutador [SL;;,SL;]?
""Cuando vamos a estudiar acciones de grupos.
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7.9.5. Comentario. En el grupo A4, por ejemplo, los 3-ciclos (1 2 3) y (1 3 2) no son conjugados: si
(132)=0-(123)-07},
Entonces (1 3 2) = (o(1) (2) 0(3)), lo que nos deja las siguientes opciones:
0=(23),(13),12).

Pero ninguna de estas permutaciones esta en Ay.

7.9.6. Comentario. En general, dos permutaciones con el mismo tipo de ciclo no son necesariamente con-
jugadas en A,,. Por ejemplo, los 5-ciclos (1234 5) y (12 3 5 4) no son conjugados en As.

7.9.7. Corolario. Si H < A, un subgrupo normal que contiene un 3-ciclo, entonces H = A,,.

Demostracion. Si H es normal, junto con todo elemento o € H, este debe contener todos sus conjugados
o1 ! para 7 € A,. Entonces, la hipétesis implica que H contiene todos los 3-ciclos. Estos generan A,,. H

7.9.8. Proposicion. El grupo As es simple.

Demostracion. Bastaria demostrar que todo subgrupo normal no trivial H € A5 contiene un 3-ciclo. Los ele-
mentos de As tienen forma
id, (o . o), (o o)(c 0)' (o e o o o)_

Asumamos que o = (a b) (c d) € H. Luego, para 7 := (a b e) € As tenemos necesariamente
otot 'eH
Por la normalidad de H. Calculamos que
otot = (ab)(cd)(abe)ab)(cd)(aeb)=(abe).
De la misma manera, si o = (a b ¢ d e) € H, entonces podemos tomar 7 = (a b) (c d) € As, y luego calcular que
orot '=(abcde)ab)(cd)®=(aec)eH. ]
7.9.9. Teorema. El grupo alternante A,, es simple para n = 5.

Demostracion. Ya probamos este resultado para n = 5. Sean n = 6 y H un subgrupo normal en A, tal que
H #id. Vamos a ver que usando cierto truco, la simplicidad de A, se sigue de la simplicidad de As.

Sea ¢ € H una permutacion no trivial. Esto significa que b = g(a) # a para algunos a,b € {1,..., n}. Escoja-
mos un elemento ce {1,...,n} tal que ¢ # a, b,o(b). Consideremos la permutacién

t=(acholach o '=(acho@abco

Por nuestra hipdtesis que H es un subgrupo normal, se tiene (a ¢ b)o (a c b)~' € H, y por lo tanto 7 € H. Ahora
notamos que para
i¢f{a,b,cob),o(0)}

se cumple o~1(i) ¢ {a, b, c} y luego 7(i) = i. Esto significa que 7 pertenece al subgrupo
Hy:={oce€A,|lo(i)=iparai¢{ab,cob),o(c)}.

Ya que 7(b) = (a ¢ b)o(b) # b, la permutacion 7 no es trivial.

Ahora H es normal en A, y entonces Hn Hy es un subgrupo normal no trivial en Hy. Pero Hy = As, y este
grupo es simple, asi que se puede concluir que H n Hy = Hy. En particular, (a b ¢) € H, pero esto implica que
H=A,. |
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7.9.10. Corolario. Z(A,) = {id} para n = 4.

Demostracion. Es suficiente notar que Z(A;,) es un subgrupo normal y Z(A,,) # A,, ya que A, no es abeliano
para n = 4. Ahora si n = 5, la simplicidad de A, implica que Z(A,,) es trivial. Para n = 4 el centro se puede
calcular directamente (ejercicio 7.15), o bastaria verificar que Z(Ay) # V. [ |

7.9.11. Corolario. Para n =5 los tinicos subgrupos normales de S, son {id}, A, ¥ Sy.

Demostracion. Sea H < S,, un subgrupo normal. El grupo Hn A,, es un subgrupo normal de A, y por lo tanto
esigual a A, o {id}.

Si HnA, = A,, entonces H = A,, 0o H contiene una permutaciéon impar junto con todos los elementos de
A, yluego H=S,.

Si Hn A, = {id}, entonces H no contiene permutaciones pares no triviales. Pero si o y T son dos permuta-
ciones impares, entonces o1 es par, asi que la Ginica posibilidad es H = {id, o}, donde ¢ es una permutaciéon
impar de orden 2. Pero este subgrupo estd muy lejos de ser normal: conjugando o por los elementos de S,
se puede obtener cualquier permutacién del mismo tipo de ciclo y asi salir de H. [ ]

7.9.12. Comentario. Para n =4 el subgrupo
V={id,(12)(34),(13)(24),(1423)}

es normal en S, dado que sus elementos no triviales son todas las permutaciones del tipo de ciclo (e o) (e o).
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7.10 Ejercicios

Ejercicio 7.1. Demuestre que todo grupo de orden 4 es ciclico, o es isomorfo a V c A,.
Ejercicio 7.2. Demuestre que todo grupo de orden 6 es ciclico, o es isomorfo a Ss.
Ejercicio 7.3. Encuentre el signo de las siguientes permutaciones:

a) (12)(253)(1573264)(476)€Sy;

1 2
7 6

8 9 10

b) 10 8 9

3 4 5 6 7 s
5 1 4 2 3 10-

Ejercicio 7.4. Demuestre que si o € S,, afecta m elementos (en el sentido de que o (i) # i para m ndmeros i)
y tiene una descomposicién en s ciclos disjuntos, entonces
sgno = (-1)"7°.

Por ejemplo, o = (1 2) (3 6 4) (5 11 8) afecta 1,2,3,4,5,6,8,11, entonces m = 8, y en la expresion hay s = 3 ciclos
disjuntos. Luego, sgno = (-1)83 = 1.

Ejercicio 7.5. Para n=1,2,3,... consideremos el espacio vectorial Q" con la base estandar ey, ..., e;.
Para una permutacion o € S,, definamos la aplicacién lineal

$o: Q"= Q", ei— ey

a) Demuestre que la matriz que corresponde a ¢, en cada fila y cada columna tiene todas las entradas
nulas, salvo una que es igual a 1. Tales matrices se llaman las matrices de permutacion.

b) Demuestre que las matrices de permutacién forman un subgrupo de GL,(Z) < GL,(Q) que es isomorfo
as;.

¢) Escriba las matrices de permutacién para n = 3.

d) Demuestre que det¢, =sgno.

Ejercicio 7.6. Sea A un anillo conmutativo. Para una matriz invertible a € GL,(A) definamos su matriz
transpuesta inversa por a= ' := (a™!)! = (a")"!. Demuestre que la aplicacién a — a~' es un automorfismo
GL,(A) — GL,(A).

Ejercicio 7.7. Encuentre un subgrupo de S; isomorfo al grupo diédrico D,.
Ejercicio 7.8. Enlos ejercicios para el capitulo anterior hemos mencionado el grupo de matrices ortogonales
On(k)={aeGLy(k)|a'a=aa' =1}.
a) Demuestre que el determinante de una matriz ortogonal es igual a +1.
b) Demuestre que las matrices ortogonales de determinante +1 forman un subgrupo normal
SO, (k):={a€GL,(k) |a'a=aa' =1, deta=+1} <O, (k).
Este se llama el grupo ortogonal especial.
¢) Calcule el cociente O, (k)/ SO, (k).

d) Demuestre que el grupo SO, (R) es isomorfo al grupo del circulo S'.
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Ejercicio 7.9. Demuestre que el conjunto de matrices
)XY 2, 2
G.—{(y x)lx,yel]'\”,x +y >0}.

es un subgrupo de GL,(R) que es isomorfo a C*.
Ejercicio 7.10. Demuestre que los grupos R* y C* no son isomorfos.

Ejercicio 7.11. Demuestre que el subgrupo de GL,(R) generado por las matrices
1 0 0 1
0 -1 -1 0

Ejercicio 7.12. Encuentre isomorfismos de grupos D3 = S3 = GL, (F,).
¢Puede haber isomorfismos D, =S, para n #3? (S, = GLy, (Fp)?

es isomorfo al grupo diédrico D,.

Ejercicio 7.13. Consideremos las matrices triangulares superiores invertibles (es decir, las matrices in-
vertibles que tienen ceros debajo de la diagonal) y las matrices diagonales invertibles. Note que en ambos
casos se tiene un subgrupo de GL,(A). Demuestre que la aplicaciéon

X11 * * X11 0 0 0 0
0 X22 * * 0 X22 0 0 0
0 0 X33 * * 0 0 X33 0 0
0 0 0 Xn-1,n-1 * 0 0 0 Xn-1,n-1 0
0 0 0 - 0 Xnn 0 0 0 - 0 Xnn

que deja las entradas diagonales intactas y aplica el resto de las entradas a 0 es un homomorfismo de grupos.

Ejercicio 7.14. La funcién exponencial puede ser definida para cualquier matriz a € M,,(R) mediante la serie
habitual e?:=Y,,- # a",donde a” := a---a son productos de matrices iterados. Esta serie siempre converge a
- ~——

n
alguna matriz invertible. Demuestre que para n > 1 la exponencial no es un homomorfismo M, (R) — GL,(R);

es decir, en general e®*? # e%. P,

Ejercicio 7.15. Demuestre que Z(A4) = {id}.

Ejercicio 7.16 (Generadores del grupo alternante). Consideremos el grupo alternante A,, para n = 3.

a) Demuestre que el producto de dos diferentes transposiciones en S, es un 3-ciclo o un producto de dos
3-ciclos. Deduzca que todos los 3-ciclos generan A,.

b) Demuestre que todo 3-ciclo puede ser expresado como un producto de 3-ciclos de la forma (1 i j).
Deduzca que los 3-ciclos de esta forma generan A,,.

¢) Demuestre que los 3-ciclos de la forma (1 2 i) generan A,,. (Escriba (1 i j) en términos de estos 3-ciclos.)

d) Demuestre que los 3-ciclos de la forma (i i +1 i +2) generan A,.
Indicacién: demuestre primero la identidad

12H)=012i-2)12i-1)({E-2i-1)A2i-2)12i-1).
e) Demuestre que A, puede ser generado por dos permutaciones:
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m (123)y(23--- n),sinespar;
m (123)y(12--- n),sinesimpar.

Indicacién: use d).
Ejercicio 7.17. Construya un homomorfismo inyectivo ¢: S;, — Ap+2-

Ejercicio 7.18. Sean G un grupo finito y H, K < G dos subgrupos tales que mcd(|H|,|K|) = 1. Demuestre que
HnNnK=1.

Ejercicio 7.19. Sean Gy H dos grupos finitos tales que mcd(|G|,|H|) = 1. Demuestre que el inico posible
homomorfismo ¢: G — H es trivial (envia todo ge Ga 1 € H).

Ejercicio 7.20. Demuestre que para n =5 el grupo A, no tiene subgrupos propios de indice < n.

Ejercicio 7.21. Sean G un grupo y H c G un subgrupo. Demuestre que las siguientes condiciones son equi-
valentes:

a) H es normal;
b) para cualesquiera gi,g» € G se cumple

g1g2€ H= gigie H.

Ejercicio 7.22. Sean G un grupo y H < G un subgrupo de indice 2.

a) Demuestre que H es normal.

b) Demuestre que para todo g € G se tiene g € H.

Ejercicio 7.23. Demuestre que A, es el tinico subgrupo de indice 2 en S,,.

Ejercicio 7.24. Sean G un grupo finito y H < G un subgrupo.
a) Demuestre que para todo g € G el conjunto
gHg ':={ghg'|he H}
es también un subgrupo y es isomorfo a H.
b) Demuestre que si en G no hay otros subgrupos de indice |G : H|, entonces H es normal.

Ejercicio 7.25. Demuestre que si G es un grupo ciclico y H < G es un subgrupo, entonces el grupo cociente
G/ H es también ciclico.

Ejercicio 7.26. Sean G un grupo y H, K < G dos subgrupos. Definamos su producto como el subconjunto
HK:={hk|he H, ke K}.
a) Demuestre que HK es un subgrupo si y solo si HK = KH.
b) Demuestre que si Hy K son subgrupos normales, entonces HK es también un subgrupo normal.
Ejercicio 7.27. Sean H,K < G dos subgrupos normales tales que HnK = 1.
a) Demuestre que hk = kh para cualesquiera h € H, k€ K.

b) Demuestre que si los grupos cociente G/H y G/K son abelianos, entonces G es abeliano.
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Ejercicio 7.28 (Segundo teorema de isomorfia). Sean G un grupo, H < G un subgrupoy K < G un subgrupo
normal.

a) Demuestre que HK :={hk|he H, k€ K} es un subgrupo de Gy K es un subgrupo normal de HK.

b) Demuestre que H/(HNK) = HK/K.
Sugerencia: considere la aplicacién H — HK/K definida por h— hK.

Ejercicio 7.29. Sea k un cuerpo. Demuestre que GL,(k)/k* = SLy(k)/{=I}, donde k* < GL, (k) denota el sub-
grupo de matrices diagonales invertibles.

Ejercicio 7.30 (Tercer teorema de isomorfia). Sea G un grupo. Sea K un subgrupo normal de Gy sea N
un subgrupo de K tal que N es normal en G. Demuestre que (G/N)/(K/N) = G/K.
Sugerencia: considere la aplicacién definida por gN — gK.

Ejercicio 7.31. Sean my n dos enteros positivos tales que n | m, asi que mZ < nZ. Demuestre que
(ZImzZ)I(nZImZ)=ZI/nZ.

Ejercicio 7.32. Sean L un cuerpoy K < L un subcuerpo. Consideremos el conjunto
H:={aeGL,(L) |deta€ K}.

a) Demuestre que H es un subgrupo normal de GLj,(L).

b) Encuentre un isomorfismo
GL,(L)/H=L"/K™.

Ejercicio 7.33. Demuestre que H :={a € GL,(R) | deta = £1} es un subgrupo normal de GL,(R) y GL,(R)/H =
R>[).

Ejercicio 7.34. Demuestre que los grupos Q y Q/Z no tienen subgrupos propios de indice finito.

Ejercicio 7.35. Encuentre el subgrupo de torsiéon de R/Z (el subgrupo formado por los elementos de orden
finito).

Ejercicio 7.36. Demuestre que cualquier homomorfismo ¢: C* — R tiene ntucleo infinito.
Ejercicio 7.37. Demuestre que Ry =R, pero Qs Z Q.

Ejercicio 7.38. Para una cadena de subgrupos (no necesariamente normales) K < H < G, demuestre que
|G:K|=|G: H|-|H:K]|.

Ejercicio 7.39. Sean G un grupo finitoy g, € G dos elementos de orden 2 tales que G = (g, h).
Demuestre que G = D, donde n = ord(gh).

Ejercicio 7.40. Consideremos el grupo diédrico D, y m | n.
a) Demuestre que (r™) es un subgrupo normal de D,,.
b) Demuestre que D,/ {r') = Dy,.

Ejercicio 7.41. Sea G un grupo.

a) Demuestre que si el cociente G/ Z(G) es ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

b) Demuestre que si G es un grupo finito de orden pg donde p y g son primos, entonces Z(G) =10 G es
abeliano.
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Ejercicio 7.42. Para un cuerpo k, consideremos

H(k);:{( )\a,b,cek}.

a) Demuestre que H(k) es un subgrupo de GL3 (k). (Es normal?

b

S O -

a
1 ¢
0 1
b) Demuestre que Z(H(k)) = k.

¢) Encuentre un isomorfismo H(F;) = D,.

Ejercicio 7.43. Sean G un grupo y H,K < G subgrupos tales que sus indices m:= [G: H] y n:=[G: K] son
finitos.

a) Demuestre que si m y n son coprimos, entonces

G=HK={hk|heH, ke K}.

b) Demuestre que [G: HNK] < mn.

Ejercicio 7.44. Sean G un grupo finito y #» un nimero comprimo con |G|. Demuestre que la aplicacion g — g"
es sobreyectiva.

Ejercicio 7.45. Para n=1,2,3,..., consideremos

nm::{(‘c’ Z)ESLZ(Z)‘a,dzl (méd 1), bc=0 (méd n)}.

Verifique directamente que I'(n) es un subgrupo normal de SL,(Z). (Véase también 7.7.8.)
Ejercicio 7.46. Sea G un grupoy g € G un elemento fijo.
a) Demuestre que la aplicacién ¢,: x — gxg~! define un automorfismo G — G.
b) Demuestre que g — ¢ define un homomorfismo G — AutG. ;Cudl es su niicleo? Demuestre que la

imagen es un subgrupo normal de AutG.

Grupos abelianos

Ejercicio 7.47. Demuestre que si Ay B son grupos abelianos, entonces los homomorfismos A — B forman
un grupo abeliano respecto a la operaciéon

(p+y)(a):=d(a) +y(a).
Vamos a denotar este grupo por Hom(A, B).

Ejercicio 7.48. Sea A un grupo abeliano.

a) Demuestre que todo homomorfismo ¢: Z — A esta definido de modo tnico por el valor de ¢(1) € G, y
esto nos da un isomorfismo de grupos

Hom(Z,G) =G, ¢— p(1).

b) Demuestre que todo homomorfismo ¢: Q@ — Q esta definido de modo Ginico por el valor ¢(1) € @, y esto
nos da un isomorfismo de grupos

Hom(@Q,Q) = Q, ¢— ¢(1).
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Ejercicio 7.49. Calcule el grupo Aut(Q).

Ejercicio 7.50. Sea A un grupo abeliano.

1) Demuestre que para todo homomorfismo f: Z/mZ — A se tiene necesariamente f([1],;) € A[m].

2) Demuestre que
Hom(Z/mz,A) — Alm], f— f([11n)

es un isomorfismo de grupos.

3) Describa los grupos abelianos
Hom(Z/mZ,7), Hom(Z/mzZ,Q), Hom(Z/mZ,ZI/nZ)
para diferentes m,n =2,3,4,5,...

Ejercicio 7.51. Encuentre todos los homomorfismos entre el grupo Z/nz de los restos médulo n respecto a
la adicion y el grupo C* de los nimeros complejos no nulos respecto a la multiplicacién.

Ejercicio 7.52. Se dice que un grupo abeliano A un elemento x € A es divisible si para todo a € A y todo
entero positivo n=1,2,3,... existe y € A (no necesariamente nico) tal que ny = x. Si todos los elementos de
A son divisibles, se dice que A es un grupo divisible.

a) Demuestre que los grupos aditivos Q y R son divisibles.

b) Demuestre que un grupo abeliano finito no nulo no puede ser divisible.

Ejercicio 7.53. Sea p un namero primo. El p-grupo de Priifer es el grupo de las raices de la unidad de orden
p" para neN: )
ppo(C):= |J ppn(C) ={z€C* |z =1paraalgin n=0,1,2,...}

n=0

Demuestre que existe un isomorfismo p,~(C) = Z[1/p]/Z donde
Z[1/pl:={alp™lacz, n=0,1,2,..}.
Ejercicio 7.54. Sea A un grupo abeliano.

a) Demuestre que x € Aes divisible siy solamente es divisible por cualquier ntimero primo p = 2,3,5,7,11,...

b) Usando la observacion anterior, demuestre que el grupo de Priifer p1,~(C) = Z[1/p]/Z es divisible.
Ejercicio 7.55.

a) Sea f: A— B un homomorfismo de grupos abelianos. Demuestre que si a € A es divisible, entonces
f(a) € B es también divisible.

b) Demuestre que no hay homomorfismos no triviales Q — 2y Q/Z — Z.

¢) Demuestre que todo grupo cociente de un grupo divisible es también divisible. En particular, Q/Z y
R/Z son divisibles.
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