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El propésito de esta nota es revisar algunas nociones basicas de la teoria de nimeros elemental.

1 Subgrupos de 7

Un subgrupo A c Z es un subconjunto de nimeros enteros que satisface las siguientes condiciones:
1) 0eA,
2) para cualesquiera a,b € Atenemos a+be€ A,
3) para cualquier a € A tenemos —a € A.
1.1. Observacion. Si Ay B son dos subgrupos de Z, entonces su interseccion An B es también un subgrupo.

Para ay, ..., a, € Z el subgrupo generado por ay,..., a, es el subconjunto (a,,...,a,) S Z que satisface una
de las siguientes condiciones equivalentes.

1) (ay,...,ay) es el minimo subgrupo de Z que contiene todos los nimeros ay,..., a,,

2) {a,...,ay) es el conjunto de las combinaciones Z-lineales de ay,...,a,:

(ai,...,an) :{Zniai | niez}.
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Nos van a interesar dos casos particulares: los subgrupos generados por un namero d € Z:
(dy={md|me 7}
y subgrupos generados por dos nimeros:

{(a,by ={ma+nb|m,ne”Z.

2 Division con resto

2.1. Teorema (Euclides). Sean a,b € Z dos ntimeros enteros, con b # 0. Entonces, existen q,r € Z tales que
a=qgb+r, 0<r<]|bl.

Demostracion. Para el conjunto
{a—xb|xeZ}

sea
r=a-qb



su minimo elemento tal que r = 0 (este existe, puesto que b # 0). Supongamos que r = |b|. Si b > 0, tenemos
O<sr-b=a-gb-b=a-(g+1)b<r.

De la misma manera, si b < 0, entonces
O<sr+b=a-gb+b=a-(g-1)b<r.

En ambos casos se produce un elemento a—(g+1) b, lo que contradice nuestra eleccion de r. Podemos concluir
que r < |b|. [ |

El resultado que acabamos de describir se llama la divisién con resto de a por b. He aqui una de sus
consecuencias importantes.

2.2. Proposicion. Todo subgrupo de Z es de la forma {d) para algtin d € Z. En particular, para cualesquiera
a,b e Z se tiene

1) (a,b)=(d) para algtin d € Z,
2) {ayn(b)={d) para algtin d € Z.

Demostracion. Sea A< Z un subgrupo. Si A =0, entonces A = (0) y enunciado es trivial. Luego, si A # 0, en-
tonces A contiene niimeros no nulos. Para cada x € A también —x € A, asi que A contiene nlimeros positivos.
Sea entonces

d:=min{xe A| x> 0}.

Esta claro que (d) c A. Para ver la otra inclusion, consideremos un elemento arbitrario c € A. La divisién con
resto por d nos da
c=qd+r, 0sr<d.

Luego, puesto que c,d € A, tenemos también r = ¢ — gd € A. Por nuestra eleccion de d, podemos descartar el
caso0<r<d. Entonces, r=0y c=qd € {d). [ |

3 Divisibilidad y los nimeros primos

3.1. Definicién. Para dos nimeros enteros d, n € Z se dice que d divide a n y se escribe “d | n” si n = mx
para algiin m € Z. En este caso también se dice que d es un divisor de n o que n es divisible por d. Cuando
d no divide a n, se escribe “d{n”.

Notamos que en términos de subgrupos de Z,
d|ln < (nyc{d).
El lector puede comprobar las siguientes propiedades de la relacién de divisibilidad.
0) a|0paratodo” ac Z. Esto caracteriza a 0 de modo tnico. Tenemos 0 | a solamente para a = 0.
1) alay+1|aparatodo acZ.
2) Sialbyb|a, entonces a=+b.

3) Sialbyb|c,entonces alc.

* Algunas fuentes insisten que 010, pero la relacién 00 no tiene nada de malo. De hecho 0 € (d) para cualquier d € Z, en particular
parad=0.



4) Si a| b, entonces a | bc para cualquier c € Z.
5) Sia|byalc,entonces al (b+c).

3.2. Definicion. Se dice que un niimero entero positivo p >0 es primo si p # 1 y los nicos divisores de p
son +1y +p.

En otras palabras, p es primo si y solamente si para m, n > 0, si tenemos p = mn, entonces o bien m = p,
n=1o0bien m=1, n= p. Los primeros nimeros primos son

2,3,5,7 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, ...
Por ejemplo, 57 =3-19 no es primo.

3.3. Proposicion. Todo entero no nulo puede ser expresado como

_ 1k ke ke
n= ipl p2 cee p(
donde p; son primos diferentes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar el caso de n > 0. Seria suficiente ver que n
es un producto de primos y juntando multiplos iguales, se obtiene la expresion de arriba.

Para n = 1 tenemos n = p° para cualquier primo p. Luego, se puede proceder por induccién. Supongamos
que el resultado se cumple para todos los niimeros positivos < n. Si n es primo, no hay que demostrar nada.
Si n no es primo, entonces n = ab donde a < ny b < n. Por la hipétesis de induccién, a y b son productos de
nimeros primos, y por lo tanto n lo es. [ |

En este caso la palabra “primo” es un sinénimo de “primero” y refiere precisamente al hecho de que todo
nimero entero sea un producto de primos. No se trata de ninguna relacién de parentesco entre los nimeros.

3.4. Teorema (Euclides). Hay un niimero infinito de primos.

Demostracion. Consideremos los primeros n nimeros primos

p1=2,p2=3, p3=5, ps=7, ps=11, ..., pu.

Luego, el nimero
N:=pip2---pn+1

no es divisible por ninglin primo entre p;,..., p,. Sin embargo, N tiene que ser un producto de primos, asi
que es necesariamente divisible por algin primo p tal que p, < p < N. [ |

4 El maximo comun divisor

4.1. Definiciéon. Para dos nimeros enteros a,b € Z su maximo comun divisornotacion]mcd (mcd) es un
numero d := mcd(a, b) caracterizado por las siguientes propiedades:

1) dlayd|b,

2) si d' es otro nimero tal que d'|ay d' | b, entonces d’ | d.
Las condiciones de arriba pueden ser escritas como

1) (a)=|(d)y (b) =(d),

2) si(ayc(d'y y (b) = (d"y, entonces (d) =(d’}.



El subgrupo minimo de Z que contiene a {a) y (b) es {a, b). Gracias a 2.2, sabemos que {(a, b) = (d) para
algind e Z.

(d) =a, b)
(@) (b)
Esto nos lleva al siguiente resultado.

4.2. Proposicion. El mcd siempre existe: tenemos
(a,b) =(d) donde d =mcd(a,b).

En particular, se cumple
ax+by=mcd(a,b) para algunos x,yeZ
y mcd(a, b) es el minimo niimero posible que puede ser representado como una combinacion Z-lineal de a'y b.

La ultima expresion se conoce como la identidad de Bézout. Aqui los coeficientes x e y no son tnicos.
Por ejemplo,
2.(-1)+3-1=2-(—4)+3-3=2-243-(-1) =---= 1.

He aqui algunas observaciones respecto a med(a, b).

1) Ladefinicién de d := mcd(a, b) caracteriza a d salvo signo. De hecho, si d y d' satisfacen las condiciones
de mcd(a, b), entonces d | d' y d' | d (o la condicién equivalente (d) = (d')) implica que d’ = +d. Nor-
malmente se escoge d > 0, pero estrictamente hablando, todas las identidades con mcd(a, b) pueden
ser interpretadas salvo signo.

2) La definicién de mcd(a, b) es visiblemente simétrica en a 'y b, asi que
mcd(a, b) = mcd(b, a).
3) Paratodo ac€ Z se tiene
mcd(a,0) = a.

En particular’,
mcd(0,0) =0.

Esto nada mas significa que cualquier nimero divide a 0, o de manera equivalente, que (0) < (a) para
todo a € 7,y también para a = 0.

4.3. Definicién. Si mcd(a,b) =1, se dice que ay b son coprimos.
Si a y b son coprimos, entonces {a, b) = (1) = Z, y en particular tenemos
ax+by=1 paraalgunos x,ye€ Z.
4.4. Observacion. Sia|bc donde ay b son coprimos, entonces a| c.

Demostracion. Tenemos
ax+by=1

para algunos x, y € Z. Luego,
axc+byc=c,

y la expresion a la izquierda es divisible por a. [ |

*Algunas fuentes insisten que mcd(0,0) no esté definido, pero como vemos, es l6gico poner med(0,0) = 0.
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4.5. Corolario. Si p es primoy p| bc, entonces p|bo p]|c.
Muy a menudo se usa el contrapuesto: si pfby pfc, entonces p+t bc.

Demostracion. Ya que los Unicos divisores de p son +1y +p, tenemos dos casos posibles. En el primer caso,
mcd(p, b) =1y luego p | ¢ por el resultado precedente. En el segundo caso, med(p, b) = p, lo que significa que
plb. [ ]

5 ELl minimo comun multiplo

5.1. Definicién. Para dos nimeros enteros a, b € Z su minimo comin multiplo (mcm)notacion]mcm es
un nimero m := mcm(a, b) caracterizado por las siguientes propiedades:

1) almyb|m,
2) si m' es otro nimero tal que a|m’y b| m', entonces m | m'.
Las condiciones de arriba pueden ser escritas como
1) (m)<c(a)yy (m)<(b),
2) si m' es otro nimero tal que (m') < (a) y (m’) < (b), entonces (m') < (m).

El subgrupo maximo de Z que contiene a {a) y {b) es su interseccién (a) n (b). Gracias a 2.2 sabemos que
es también de la forma (m) para algin m € Z.

(a) (b)

~N 7

(m) =<{a) n{b)
5.2. Proposicion. El mcm siempre existe: tenemos
{ayn<{by=(m) donde m=mcm(a,b).
Tenemos las siguientes propiedades.

1) La definicion caracteriza a mcm(a, b) de modo tnico salvo signo.

2) Para cualesquiera a,b € Z se tiene
mcm(a, b) = mem(b, a).

3) Para todo a se cumple
mcm(a,0) = a.

En particular,
mcm(0,0) =0.

(De hecho, 0 | m implica que m =0.)
5.3. Proposicion. Para cualesquiera a,b € Z tenemos
mcm(a, b) -mcd(a, b) = ab.

En particular,
mcm(a, b) = ab si y solamente si a 'y b son coprimos.



Primera demostracion. El caso de a = b =0 es trivial y podemos descartarlo. Sea d := mcd(a, b) y m := ab/d.
Vamos a ver que m = mcm(a, b).
Primero, puesto que d | a y d | b, podemos escribir

a=da, b=db.

Luego,
m=dab' =ab =bd,

asique a|my b|m.
Ahora notemos que
d=mcd(a,b) =mcd(dd’,db’) =d-mcd(d, V),

asi que
mcd(a’,b) =1

y los nimeros a’ y b’ son coprimos.
Sea m’ otro nimero tal que a| m'y b| m'. Queremos ver que m | m'. Escribamos

m' = ax=by.
Luego,
m'b'=ab'x=mx, m'a =bdy=my,
lo que nosda m | m'b’ y m| m'a’ y por lo tanto
m|med(m'b’,m'a)=m' -mcd(a’, b)) = m'.
]

Segunda demostracién, usando la teoria de grupos. Consideremos los subgrupos mZ y nZ en Z. Luego, el se-
gundo teorema de isomorfia nos dice que

aZl(aZnbZ) = (aZ+b2Z)IbZ.
Tenemos aZ N bZ = mZ donde m = mcm(a, b) y aZ + bZ = dZ donde d = mcd(a, b). Entonces,
aZlmZ=dZIbZ.
Lo que nos da la identidad a/m = d/b. [ |

Note que la tltima proposicién nos dice basicamente que la existencia de mcd(a, b) es equivalente a la
existencia de mcm(a, b).

También se pueden definir med y mcm de n nimeros. El lector puede generalizar de manera evidente las
definiciones 4.1 y 5.1 y ver que estas generalizaciones son equivalentes a

1) {ay,...,ay) =(d) para d = mcd(ay,..., a,),
2) {a1)N---n{ay,) = {(m) para m=mcm(a,..., a,).

Por ejemplo, tenemos la siguiente generalizacién de la identidad de Bézout: existen x;,...,x, € Z tales
que
xya; +---+ xpa, =mcd(ay,...,a).

Ademas, se puede ver que las operaciones mcd(—, —) y mem(—, —) son asociativas y por lo tanto la defini-
cion generalizada se reduce al caso binario:

1) mecd(mcd(a, b), ¢) = med(a, med(b, ¢)) = med(a, b, ¢),

2) mcm(mcm(a, b), ¢) = mcm(a, mcm(b, ¢)) = mcm(a, b, ¢).



6 El teorema fundamental de la aritmética

6.1. Definiciéon. Sea p un nimero primo fijo. Para un ndmero entero no nulo » su valuacién p-adica es el
ndmero natural maximo k tal que p* divide a n:

vp(n) :=méx{k | p~|n.

(Para n = 0 normalmente se pone v, (0) := +oo, pero no vamos a necesitar esta convencion.)
Notamos que v,(n) =0 siy solamente si p{ n. La valuacién p-adica se caracteriza por

vp(n) n/’

n=p
donde ptn’ (véase 4.5).
6.2. Lema. Para cualesquiera m,n € Z se cumple
vp(mn) = vy,(m) + vp(n).
Demostracion. Tenemos
m=p"r"™m,  p=pr g

donde ptm'y ptn'. Luego,
mn= pvp(m)+v,,(n) mlnl,
donde p{(m'n’), asi que v,(mn) = v,(m) + vy (n). [ |

6.3. Teorema. Todo niimero entero entero no nulo puede ser representado de modo tinico como

ko k k
n= ipll p22 ...p/
donde p; son algunos primos diferentes. A saber, tenemos k; = vy, (n).
(La unicidad se entiende salvo permutaciones de los factores pf" J)

Demostracion. Ya hemos notado en 3.3 que todo entero no nulo es un producto de primos; la parte intere-
sante es la unicidad. Dada una expresién

_ k1 k2 ke
n=xpy' pytpg,

para todo primo p podemos calcular la valuacion p-adica correspondiente:

vp(1) = vp(pF) + p(PY2) +--+ Uy (pg").

Aqui

k; ki, p=pi
vy(p;') =
PiPi {0, p#pi.

Entonces, k; = vy, (n). [ ]

Entonces, podemos escribir
n=4=+ l_[ pUp(n))

p primo

donde el producto es sobre todos los nimeros primos, pero v,(n) # 0 solamente para un nimero finito de p.
El Gltimo resultado se conoce como el teorema fundamental de la aritmética. Su primera demostra-
cién completa fue publicada por Gauss en el tratado “Disquisitiones Arithmeticae”.



Notamos que

med(m,n) = ] pmnwptmept
p primo
y )
mcm(m, n) = H pmax{vp(m),vp(n)}.
p primo

Estas formulas no ayudan mucho para grandes valores de m y n. En practica se usa el algoritmo de Euclides
basado en la division con resto repetida (es algo parecido a nuestra demostracion de 2.2).

7 Generalizaciones

Las definiciones 4.1y 5.1 de mcd y mcm tienen sentido en cualquier dominio de integridad A. En este caso
mcm(a, b) y med(a, b) estan definidos salvo un multiplo u € A*. Para A =Z tenemos Z* = {+1}. Sin embargo,
la existencia de mcm(a, b) y med(a, b) no estd garantizada en general.

Un dominio de integridad donde se puede definir un andlogo de la divisién con resto se llama un dominio
euclidiano; en este caso mcd y mcm siempre existen gracias a los mismos argumentos que vimos arriba (solo
hay que reemplazar los subgrupos A c Z por ideales a < A). Un ejemplo tipico de dominios euclidianos,
excepto Z, es el anillo de polinomios k[X] sobre un cuerpo k: para f,g € k[X], g # 0 existen ¢, r € k[X] tales
que f=qg+rdonde —co<degr <degg.

Un dominio de integridad donde se cumple un analogo del teorema fundamental de la aritmética se llama
un dominio factorizacion tnica. Un tipico ejemplo es el anillo de polinomios k[Xj,..., X,;] en n variables
sobre un cuerpo k. Todos los dominios euclidianos son dominios de factorizacién tinica.
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